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PREFACIO 


El presente manual contiene en forma generalizada la expe- 
riencia que el autor acumuló durante muchos años dando clases de 
matemática superior en la Universidad de Moscú, más precisamente, 
en sus facultades no matemáticas y en los Cursos nacionales de 
capacitación profesional de maestros de enseñanza media. 

Al escribir el libro el autor se propuso como finalidad el exponer 
en forma clara, concreta y accesible para un amplio círculo de lecto- 
res los conceptos y teoremas fundamentales de la matemática supe- 
rior; enseñar a los estudiantes a resolver de manera independiente 
problemas de matemática. 

Puesto que en el libro hay una gran cantidad de ejemplos y pro- 
blemas, resueltos minuciosamente, que aclaran el material teórico 
y contribuyen a asimilarlo más profundamente, él encontrará apli- 
cación en la actividad pedagógica de los centros de enseñanza supe- 
rior, escuelas técnicas, escuelas medias, cursos de capacitación pro- 
fesional de maestros, así como en las secciones preparatorias de los 
centros de enseñanza superior. 

Cada párrafo lleva formuladas «Preguntas para la autoverifi- 
cación» concernientes, en lo fundamental, a la teoría, Éstas tienen 
por objeto ayudar a los alumnos en su estudio individual del mate- 
rial teórico. 

Al final de cada capítulo (salvo el ca 
control para repetir el ma 


. 4) se dan problemas de 
erial del capítulo respectivo y hacer más 
profundos los conocimientos adquiridos. Estos problemas serán 
muy útiles a los estudiantes de grados secundarios y a los maestros 
en la selección del material para los ejercicios, así como a los estu- 
diantes de los centros de enseñanza superior para el trabajo individual. 

Al final del libro se dan las respuestas, resoluciones e indicacio- 
nes para los problemas de control. Aquí el autor quisiera dar algunas 
recomendaciones. Antes de comenzar a resolver estos problemas es 
necesario primero estudiar la parte respectiva y alcanzar una clari- 
dad total en la comprensión de los conceptos y teoremas correspon- 
dientes. En este caso hace falta realizar por sí mismo, paralelamente 
con el texto, todos los cálculos y resolver todos los ejemplos, tanto 
analizados como los que se dan sin resolución. Esto será un buen 
entrenamiento y garantía de que el material sea bien asimilado. 
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Conviene prestar atención especial a los enunciados que contie- 
nen la terminología de «e-N» y «e-8». Es importante entender clara 
y exactamente la esencia de las definiciones, el papel que juega 
y el lugar que ocupa cada palabra. Para ello es pregiso examinar 
detalladamente los ejemplos y problemas propuestos. 

Y por último. El material ha de estudiarse en estricta sucesión 
empezando por el primer capítulo, el primer pra y el primer 
subpárrafo, ya que en la matemática todos los conceptos están 
íntimamente vinculados entre sí. De un concepto se deduce otro 
y la omisión de uno de ellos puede hacer incomprensible el siguiente. 
En esto radica la particularidad específica de la matemática. 

El autor espera que el presente manual facilite la Jabor de los 
estudiantes y profesores de los centros de enseñanza superior y media 
en el estudio de los fundamentos de matemática superior. Él tam- 
bién supone que esta obra será de utilidad a un amplio círculo de 
personas que estudian por correspondencia o como autodidactas. 


El libro les sustituirá, en cierto grado, al conferenciante y al pro- 
fesor. 


El autor 
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NÚMEROS REALES Y COMPLEJOS 


$ 1. Conjuntos y designaciones fundamentales 


En las matemáticas todos los conceptos se dividen en primarios!) 
y definibles a través de los conceptos primarios o ya conocidos. 
El concepto de conjunto es el concepto primario fundamental de 
las matemáticas, su base. Las palabras: totalidad, familia, sistema, 
colección, unión, etc. son sinónimos de la palabra conjunto. Como 
ejemplos de conjuntos sirven: el conjunto de alumnos en un aula 
dada; la totalidad de aquellos que sacan sólo notas «bien» y «sobre- 
saliente» en matemática; la familia de las estrellas de la Osa M 
el conjunto de las páginas de este libro; el conjunto de todos los nú- 
meros racionales, etc. De los ejemplos citados se deduco que el 
conjunto puede contener un número finito o infinito de objetos de 
naturaleza arbitraria. = 

Los objetos de los cuales se compone un conjunto se llaman 
elementos o puntos del mismo. Los conjuntos suelen designarse con 
letras mayúsculas del alfabeto latino, y sus elementos, con letras 
minúsculas. Si x es un elemento del conjunto X, se escribe z € X 
(z pertenece a X). Si x no es un elemento del conjunto X, se escribe 
ZÉ X (z no pertenece a X). Si Z}, . . ., Zn Son ciertos elementos, 
la notación X = {fr . . ., Zn) significa que el conjunto X se co, 
pone de los elementos x,, + . - £n- Un sentido análogo lo tiene tam- 
bién la notación X = (%j, £as Za.. J- 

Sean X e Y dos conjuntos. Si X e Y constan de unos mismos ele- 
mentos, se dice que ellos coinciden y se escribe X + Y. Si en X 
faltan elementos no pertenecientes a Y, se dice que X se contiene 
en Y o bien que X es un subconjunto del conjunto Y. En este caso 
se escribe X= Y o bien Y D X (X se contiene en Y o Y contiene X). 

O?) Ejemplos. 1. El conjunto de los números pares X es un 
subconjunto del conjunto Y de los números enteros: X= Y. 2. El 
conjunto de los números racionales Q es un subconjunto del con- 
junto R de todos los números reales 3): QC R. 3. El conjunto de los 


1) Cabe especialmente subrayar que los conceptos primarios no pueden ser 
definidos y, por lo general, se explican con ejemplos. Con su ayuda se definen 
otros conceptos. 

3) Aquí y a continuación los signos O y 0 des 
ejemplos y sn fin, respectivamente. 

3) El conjunto de todos los números reales suelo designarse con R (o con RÌ) 


el comienzo de los 
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estudiantes de todas las facultades del instituto X y el conjunto de 
todos los estudiantes del mismo instituto Y coinciden: X = Y. Y 

El conjunto que no contiene ni un solo elemento se llama vacío 
y se designa con el símbolo Ø. Un conjunto vacío es subconjunto 
de todo conjunto. 

El conjunto con un orden determinado de disposición de los 
elementos se denomina ordenado. A diferencia de un conjunto no 
ordenado el ordenado se escribe entre paréntesis ordinarios. Por 
ejemplo, de un mismo conjunto (z,, 2.) se pueden obtener dos conjun- 
tos ordenados (21; £4) y (La; Zy 

A continuación estudiaremos distintos conjuntos de los números 
reales. Para mayor brevedad, los números reales los llamaremos en 
todas partes, donde no haya lugar a equivocación, simplemente 
números. 

Sea P (z) cierta propiedad del número z. Entonces la notación 
{æ | P (z)} designa el conjunto de todos los números que poseen la 
propiedad P (2). 

O Ejemplos. 1. El conjunto {z | x* — 3z + 2 = 0) es una colec- 
ción de las raíces de la ecuación x? — 3x + 2 = 0, o sea, este con- 
junto se compone de dos elementos: 1 y 2. 2. El conjunto (2/13 < 
<x< 7) es una colección de todos los números que satisfacen las 
desigualdades 3 < z < 7. 3. El conjunto {zx | z >7 yz < 3} = Ø, 
o sea, es un conjunto vacío. O 
- «y Zn son números arbitrarios, la notación x = 
<- a, Zn} (£ = mín fz;, - - -+ 2,)) significa que el número 
z es máximo (mínimo) entre los números zı, <-> Zn: 

En conclusión señalaremos que el punto, la recta y el plano son 
conceptos primarios. Para todos los demás conceptos se darán 
definiciones. 


PREGUNTAS PARA EL AUTOCONTROL 


1. ¿Qué papel desempeñan en la, matemática los conceptos primarios? 
2. Ñómbrese el concepto primario fundamental. 
3: Cíteso ejemplos de distintos conjuntos. 
4. Cítese un ejemplo de conjuntos coincidentes. 
5. ¿Cuántos subconjuntos pueden ser formados del conjunto X 
za) 

*'¿Por qué el conjunto vacío es un subconjunto de todo conjunto? 
7. ¿Qué significa la notación fe | P (2)J? 
8. Čitese los conceptos, salvo el de conjunto, que son primarios. 


1 Tar 


$ 2. Números reales y sus propiedades fundamentales 


El concepto de número real figura entre los conceptos matemáti- 
cos fundamentales. Existen diferentes enfoques de definir el número 
real (método de secciones, definición del número real como fracción 
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decimal infinita y otros); no obstante, el método axiomático de 
introducir el número real es el más lógico y simple. Nótese que todos 
los métodos de introducción del número real son equivalentes, ya 
que en ninguno de ellos se establece el hecho de que exista tal número. 
Por eso en todos los casos es necesario introducir el axioma de existen- 
cia del número real. Puesto que la utilización de los axiomas 
inevitable, es más sencillo enunciarlos de una vez y pasar a la exposi- 
ción inmediata del material principal. 

Recuérdese que el conjunto de los números reales so subdivide en 
dos conjuntos: conjunto de los números racionales y conjunto de los 
números irracionales. Se llama racional al número que puede repre- 


entarse en la forma de 2, donde p y q son números enteros, con la 
particularidad de que q +0. Se denomina irracional a todo número 
real que no esracional. Todo número racional 2 o bien es entero, o bien 


q 

puede ser representado como fracción decimal finita o infinita perió- 
dica. En cambio, el número irracional se representa por una fracción 
decimal infinita aperiódica. Por ejemplo, los números racionales 3/4 
y 1/3 se representan, respectivamente, por las siguientes fracciones 
decimiales: 0,75 y 0,333 .. .; los números irracionales Y Z y n se 
representan, respectivamente, por las fracciones decimales infinitas 
aperiódicas: 1,41421356 ... y 3,144159... 
Citemos las propiedades fundamentales de los números reales, 
que tomaremos por axiomas, deduzcamos de ellas algunos corolarios 
y luego demos la definición de los números reales. 


I. Adición y multiplicación de los números reales 
Para todo par a y b de números reales están definidos, y además, 
de un modo único, dos números reales a - b y a» b que se llaman 
suma y producto de aquéllos y poseen las propiedades siguientes. 
Cualesquiera que sean los números a, b y 
1°. a + b = b + a (propiedad conmutativa). 
2°, a + (b + c) = (a + b) + c (propiedad asocia! 
3°. a-b = b-a (propiedad conmutativa). 
4°. a- (b-c) = (a-b)-c (propiedad asociativa). 
5°. (a + b)-c = ac + be (propiedad distributiva). 
6°. Existe el único número 0 tal que a + O = a para todo número a. 
7°. Para todo número a existe tal número — a que a + (—a) = 0. 
8°. Existe el único número 1 40 tal que para todo número a tiene 
lugar la igualdad a. 1 = a. 
9°. Para todo número a 40 existe tal número a~! que a- a“! = 4; 


el número a- se designa también con el símbolo 2. 


a). 


Observación. Los números —a y a”! de los cuales se trata en 
las propiedades 79 y 93 son únicos. 
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En efecto, si existiera, por ejemplo, un número más ò —a 
que pudiera satisfacer la condición a + b = 0, entonces a + b + 
—a, de donde a+ (—aj+b=—a 0+b=-—a 
a, o sea, se ha obtenido una contradicción. (Demuestre 
por sí mismo la unicidad del número a”.) 


II. Comparación de los números reales 


Para cualesquiera dos números reales distintos a y b queda esta- 
blecida una de las relaciones: a = b (a es igual a b), a >b o bien 
ba (a es mayor que b o b es mayor que a). La relación = posee 
la propiedad siguiente: si a = b y b = c, entonces a = c. 

La relación > posee las propiedades siguientes. 

Cualesquiera que sean los números a, b y c: 

10”. Si a >b y b œc, entonces a >c. 

14%. Si a œb, entonces a +c >b + c. 

42°. Si a >0 y b >0, entonces a. b >0. 

En vez de a >b se escribe también b< a (b es menor que a). 
La notación a> b (o, que es lo mismo, b< a) significa que a = b 
o a >b"). Las relaciones a < b, a< b, a >b y a> b se llaman 
desigualdades *). Las desigualdades a< b y a >b se denominan 
desigualdades estrictas. 

número a que satisface la desigualdad a >0 se denomina 
positivo y el número a que satisface la desigualdad a < 0, negativo. 

Nótese que un conjunto formado sólo por los números racionales 
satisface también las propiedades I y IT. 


III. Continuidad de los números reales 


13”. Sean X'e Y dos conjuntos compuestos por los números reales. 
Entonces, si para todos los números z € X e y € Y se cumple la desigual- 
dad z< y, existe al menos un número c tal que para cualesquiera núme- 
ros a e y se cumplen las desigualdades 


SCS y- 

Cabe señalar que el conjunto de todos los números reales posee 
«propiedad de continuidad, pero no la posee el formado sólo por los 
números racionales. Efectivamente, supongamos que el conjunto X 
së compone de números racionales z para los cuales se cumple la 
desigualdad z < V 2 y el conjunto Y consta de números racionales y 


L- 1) ¿Por.ejemplo, se puede escribir 2 < 2, 2< 5. Desde luego, se puede escri- 
Dir más exactamente: Em 2, 2 < n , las desigualdades 2< 2 y 
2<5 son también ciertas, ya que significan que «dos no es mayor que doss y 
«dos noes mayor que cinco». 

= 2) Las desigualdades en las que aparece al menos una variable se denominan 
inecuaciones. (Nota del tr.). 
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para los cuales se cumple la desigualdad y > Z. Entonces, eviden- 
temente, paracada z€< X y para cada yE Y se cumple la desigual- 
dad z< y; sin embargo, no existe un número racional c tal que se 
cumplan las desigualdades z< c< y. En efecto, tal número podría 
ser sólo YM 2 que, como se sabe, no es racional. 

De las propiedades I a I] se desprenden todas las demás propie- 
dados de los números reales, Citemos algunas de ellas, pero a conti- 
nuación utilizaremos también otras propiedades sin demostrarlas 
formalmente (tal demostración es fácil de pe cada vez). 

Cualesquiera que sean los números a, b, c y d: 

14°. El número z =b } (—a) es una colación: sde Jadan 
a+r=b, 

O Efectivamente, en virtud de las propiedades 1%, 2%, 6%, 7% 
tenemos a + b + (—a) = 

El número b+ (—a) se llama diferencia de los números b y a y se 
designa con el símbolo b — a. Nótese que si a < b (o, que es lo 
mismo, b > a), la diferencia b — a >0. En efecto, en virtud de la 
propiedad 11% do la desigualdad b >a obtenemos b -+ (—a) > 
>a | (—a) o bien b— a >0. 

15". El número z = ba~ es una solución de la ecuación az = b 
si a 40. 

O Efectivamente, en virtud de las propiedades 3°, 4%, 8° y 9° te- 
nemos a» ba -' 

El número ba 


se lama cociente de los números b y a y se designa 
con el símbolo 2 obienb : a. 

16%. Si as b, entonces —a >—b. 

O En efecto, puesto que a < b, entonces b — a >Ù. Por con- 
siguiente, conforme a la propiedad 11°, b — a + (—b) >0 + (—b), 
de donde obtenemos —a >—b. m 

En particular, si a >0, entonces —a < 0, y si a < 0, entonces 
—a >0 (aquí hemos utilizado el hecho de que —0 = 0; efectiva- 
mente, en virtud de la 6° propiedad (—0) +0 = —0 y conforme 
a la 7* propiedad (—0) + 0—0. de donde resulta que —0 == 0). 

17. Sia >byc >d, entonces a+c >b+d, o sea, las desigual- 
dades que tienen un mismo signo pueden sumarse término a término. 

D En efecto, si a >b y e >d, entonces, conforme a la propie- 
dad 411%, tenemos a +c >b+c y c+b>d+b. Por eso en 
virtud de Ja 10* propiedad a +c >b +d. W 

18°. Sia <b yc >d, entonces a — c < h — d, o sea, se pueden 
susiraer las desigualdades de signos opuestos, conservando el signo de la 
desigualdad de la cual se ha restado la otra. 


1) Aquí y a continuación el signo D significa el comienzo de la demostración 
ym, su fin. 
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O En efecto, puesto que c œd, entonces conforme a la pro- 
piedad 16%, —c < —d. Adicionando término a término las desigual- 
dades a <b y —c < —d (esto se puede hacer basándose en la propie- 
dad 17”), obtenemos a—c<b—d. m 

19. a—a=0. 

O En efecto, a—a=a 

20. a-0=0. 

O Efectivamente, a-0 = a- (b — b) — ab — ab = 0. @ 


24°. —(—a) = a. 
A En efecto, —(—a) = (—(—a)) + (4) + a =0+a=a m 
, (4) b = —ab. 
a Efectivamente, (—a) b — (—a) b + ab 5 (ab) = la) + 
+ab—ab=0.b—ab=0—ab= —ab. 


Notemos que reemplazando la suma (—a)b m ab por el producto 
{(—a) + al ò, hemos utilizado la 5* propiedad. De la propiedad 22* 
obtenemos, en particular, (—1) a = —a. 

23°. Sia <U y b >0, entonces ab < 0. 

D En efecto, puesto que a < 0, entonces —a => 0, por eso confor- 
me a la 12* propiedad (—a) b >0. Por consiguiente, (—a) b = 
= —ab >0 y, por lo tanto, ab < 0. W 

24°. Si a <Ù y b < 0, entonces ab > 0. 

O Efectivamente, puesto que b < 0; entonces —b >0. Por eso 
en virtud de la 23% propiedad (—b)a <0. Por consiguiente, 
(—b) a = —ab < 0 y, por lo tanto, ab >0. E 

25°. Si a #0, entonces a.a >ô. 

La validez de esta afirmación se deduce de las igualdades 12% 
y 24", En particular, 1 = 1? >0, o sea, 1 >0. 

26°. Si a >0, entonces también a~t >0. 

O En efecto, según las propiedades 9%, y 25°, aa = 1 >0 
y si suponemos que a-1< 0, en virtud de las propiedades 20% y 23* 
obtendremos que aa< 0, o sea, tiene lugar una contradicción. 
Por consiguiente, a. >0. E 

Así pues, vemos que de las propiedades fundamentales I... III 
de los números reales se desprenden las demás propiedades de los 
mismos. Por eso se puede considerar que los números reales no son 
más que el conjunto de los elementos que poseen las propiedades 

„III. Tal definición de los valores reales se llama axiomática y las 
propiedades 1...JIJ, aziomas de los números reales. 

En conclusión nótese que, partiendo de las propiedades I...III, 
todo número real se puede presentar en forma de una fracción deci- 
mal infinita 


A, T RE ETA 


donde a es todo número entero y 4, aa, ay - - son los 
números que toman los valores añitos de Did OO dae D). Sii 
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embargo, no vamos a considerar esta cuestión 1). Nótese, además, 
que se puede definir los números reales como fracciones decimales 
infinitas y luego demostrar sus propiedades fundamentales I. . ITI 3). 
Todas las otras construcciones de números reales conducen a los con- 
juntos de los elementos que poseen las propiedades 1. ..III. 

En adelante, al considerar los problemas teóricos con la parti- 
cipación de los números reales, no nos interesará la naturaleza de 
estos números sino sólo nos interesarán las propiedades que ellos 
poseen. 


PREGUNTAS PARA EL AUTOCONTROL 


1. ¿Qué números forman el conjunto de los números reales? 
¡E ¿En qué consiste el método nxiomático de introducción de los números 
reales 


Nómbrense las propiedades fundamenta! 
Cuál es la propiedad f 
números reales del formado 


:s (axiomas) de los números reales. 
'amental que distingue el conjunto de todos los 
ólo por números racionales? 


$ 3. Conjuntos numéricos más usados 


Sean a y b dos números y a < b. Utili 
siguientes: 


fela<r<b)=la, bli f]a<z<b) = (a, bl; 
faja<z<b) = la, b): 
fela<zr<b) -= (a, b)  feJa<zx)= la, +00); 
{z| a < z} = (a, +00); 
{z1 z< b) = (~œ, bl  (2]7<b) -= (—o, b). 


Designaremos el conjunto de todos los neros reales del modo 
siguiente: {z |—oœ << +00) o bien (—00 >, +00). 

Todos estos conjuntos se llaman intervalos con la particularidad 
de que la, b} se dice segmento y la, b), (a, bl, la, +00) y (—oo, bl, 
semiintervalos; (a, b), (a, +0), (—00, b) y (—00, +00). intervalos. 
Los intervalos la, b), (a, b1 |a, b) y (a, b) se llaman finitos; a y b son sus 
extremos. Los demás intervalos se llaman infinitos. 

El intervalo (a. b) se distingue del segmento la. b] únicamente 
por el hecho de que no le pertenecen los extremos a y b. Esta distin- 
ción desempeña un papel esencial en muchas cuestiones del análisis 
matemático. Además, el intervalo (a, b) no contiene los números ma- 
yor y menor, mientras que en el segmento la, b] tales números son 
b y a, respectivamente. 


aremos las designaciones 


1) Esta cuestión se considera, por ejemplo, en el libro: L. D. Kudriávtsev. 
Curso de análisis matemático. M., 1989, t. 1, en ruso 

2) Tal construcción de los números reales se da en el libro: V. A. Ilin, 
E. G. Pozntak. Fundamentos del análisis matemático. A + parte L, en ru- 
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PREGUNTAS PARA EL AUTOCONTROL 


los numéricos se laman intervalos? 
Del segmento |a, b] est ¡minado el intervalo (a, b). ¿Qué ha quedado? 
3. Del segmento |f, 8] está eliminado el intervalo (3, 5). ¿Qué es lo que 
queda? Escriba el conjunto de los números que quedaron con ayuda de los in- 
tervalos. 


$ 4. Cotas de los conjuntos numéricos 


un conjunto de números no vacío. 
ición. Æl conjunto X se llama acotado superiormente (inferior- 
mente) si existe un número c tal que para cada < € X secumpla la 
desigualdad 1< c (x > c)" 
En este caso el número c 
conjunto X. 
El conjunto limitado supe: 


cota superior (inferior) del 


ior e inferiormente se dico acotado. 

O Ejemplos. 1. Todo dintervalo finito (la, bI, la, b), (a, bl, 
(a, 6)) está acotado. 2. El intervalo (a, +00) es un conjunto acotado 
inferiormente, pero no acotado superiormente. 3. El intervalo (—0o, 
+00) es un conjunto no acotado ni superiormente ni inferiormente. @ 

Es evidente que Lodo conjunto X acotado superiormente (inferior- 
mente) tiene una multitud infinita de cotas superiores (inferiores) 
que forman el conjunto de los números que acotan a X por arriba 
(por abajo). En efecto, si el número c es la cota superior (inferior) 
del conjunto X, entonces todo número c', mayor (menor) que el 
número c, también es la cota superior (inferior) del conjunto X, ya 
que de la validez de la desigualdad z< c (x> c) resulta que r< 
Se (1>0). 

Surge la cuestión sobre la existencia del número mínimo entre los 
números del conjunto acotado superiormente y del número máximo 
entre los que forman el conjunto acotado inferiormente. 

El número menor entre los que acotan por arriba el conjunto X se 
lama cota superior exacta del conjunto X y se designa por el símbolo 
sup X *) y el número mayor entre los que acotan por abajo el con- 
junto X se denomina cota inferior exacta de este conjunto y se designa 
por el símbolo inf X 3). 

O Ejemplos. 1. Sea X = (a, b). Entonces el número b y, por 
consiguiente, también todo número mayor es la cota superior del 
conjunto dado y el número a y todo número menor, su cota inferior. 
Es evidente que el número b es la cota superior exacta del conjun- 


1) Para abreviar la notación en esta definición están unidas dos definicio- 
nes una de las cuales corresponde a las palabras puestas entre paréntesis. A con- 
tinuación también utilizaremos este procedimiento. 

2) supremum (lat.,) o sea, superior. 

3) infinum (lat.), o sea, inferior. 
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to X y el número a, su cota inferior exacta, o sea, b = sup X, a = 

inf X. 2. Sea X — (a, +00). Entonces el número a y todo número 
menor es la cota inferior del conjunto X. Es obvio que el número 
a= inf X, al mismo tiempo el conjunto dado no tiene cotas superio- 
res y, por consiguiente, no tiene cota superior exacta. Y 

Propiedad de la cota superior (inferior) exacta. La cota superior 
exacta (sup X) posee la siguiente propiedad importante: por pequeño 
que sea el número e >Ó t), habrá un número x€ X tal que z > 
>sup X— e. 

Si no hubiera existido tal número z, el número sup X— e habría 
sido también la cota superior y entonces el número sup X no habría 
sido la cota superior exacta. Con otras palabras, esta propiedad 
expresa el hecho de que el número sup X es el mínimo entre los que 
acotan por arriba el conjunto X y no puede ser disminuido. 

La cota inferior exacta también posee la propiedad análoga: 
por pequeño que sea el número e >Ù, habrá un número x € X tal que 
2<inX +e. 


O Ejemplo. Demostrar que el conjunto X={1, $, -4 
2, ...} está acotado. Determinar qué números son sus 
colas. Hallar Jas cotas superior e inferior exactas de este conjunto, 
Resolución. Para todo n natural se cumplen las desigualdades 
0<Í<1t, po 
número 1 es la cota superior y el número 0, su cota inferior. 
Vamos a demostrar que el número 1 es la cota superior exacta 
del conjunto X, o sea, que sup X = 1. Para esto, de acuerdo con la 
propiedad de la cota superior exacta hace falta mostrar, que para 
todo « >0 habrá un número natural » tal que se cumpla la desigual- 
dad L>1 — e. Este número n es n = 1, ya que I >1— ees una 
desigualdad justa para todo e >0, que es lo que se necesitaba demos- 
trar. 
Demostremos ahora que el número 0 es la cota inferior exacta del 
conjunto X. Para esto es necesario comprobar que para todo e >O, 


eso el conjunto dado X está acotado. Ahora bien, el 


habrá un número natural v tal que se cumpla la desigualdad +< 
<0 + eo bient < e. Resolviendo la desigualdad, obtenemos z > 


>i. Tomando cualquier número natural n >2., odtenemos la des- 


igualdad requerida y esto, conforme a la propiedad de la cota infe- 
rior exacta, significa precisamente que el número 0 es Ja cota inferior 
exacta del conjunto X, o sea, inf X = 0. 


2) e es la letra griega «épsilono. 
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Notemos que al conjunto dado X le pertenece la cota exacta 1 
y es su número mayor, mientras que la cota inferior exacta O no le 
pertenece y en este conjunto falta el número menor. Y 

La cota superior exacta sup X puede ser definida también de otro 
modo: 

El número sup X se llama cota superior exacta del conjunto X limi- 
tado por arriba si: 1) para todo número x € X se cumple la desigualdad 
z< sup X; 2) para todo número e >0 existe un número x € X tal que 
z>sup X— e 

En esta definición la primera condición muestra exactamente que 
el númoro sup X acota al conjunto X superiormente y la segunda 
condición muestra que ningún número, menor que sup X, limita supe- 
riormente al conjunto X, o sea, que ya no es su cota superior. 

Análogamente se define la cota inferior exacta inf X. (Hága esto 
por sí mismo). 

Surge la pregunta ¿para qué condiciones el conjunto de númeri 
tiene una cota superior (inferior) exacta? El siguiente teorema impo 
tante da la respuesta. 

Teorema 1.1. Todo conjunto numérico acotado superiormente (infe- 
riormente) tiene una cota superior (inferior) exacta. 

O Demostración. Sea X un conjunto no vacío acotado superior- 
mente. Entonces el conjunto Y de los números que acotan X superior- 
mente no es vacío. De la definición de la cota superior se deduce que 
para cada z € X y para cada y € Y tiene lugar la desigualdad z < y. 
Según la propiedad de continuidad de los números reales (véase 
el $ 2) existe un número c tal que para todo número z e y se cumplen 
las desigualdades 


TECOS y. (1) 
En virtud de la definición de la cota superior, de la primera de las 
desigualdades (1) se desprende que el número c acota superiormente 
al conjunto X, o sea, es la cota superior, y de la segunda desigualdad 
se desprende que este número es el menor entre tales números ?), 
o sea, es la cota superior exacta, con la particularidad de que puede 
pertenecer o no pertenecer al conjunto X. 

El caso de existencia de la cota inferior exacta en un conjunto no 
vacío acotado inferiormente se considera de un modo análogo. MW 

Si el conjunto X n colado superiormente (inferiormente) 
convengamos en escribir sup X = 00 (inf X = — 00). 


PREGUNTAS PARA EL AUTOCONTROL 


1. Dése la definición del conjunto X acotado superiormente (inferiormente); 
cite ejemplos. 

2. Dése la definición de la cota superior (inferior) exacta del conjunto X 
e ejemplos. 


acotado superiormente (inferiormente); 


1) Puesto que e< y para todos los números y € Y. 


$ 5. Valor absoluto de un número 2t 


3. Enúnciese la propiedad de la cota superior (infer ior)Texacta. 
4. Demuéstrese que el conjunto X acotado inferiormente tiene la cota 
inferior exacta. 
¿Qué significa la notación simbó! 


:2) sup X = +o; b) inf X = —0o? 


§ 5. Valor absoluto de un número 


El concepto de valor absoluto de nn número y las desigualdades 
relacionadas con los valores absolutos se ntilizan ampliamente en 
la matemática. 

Definición. Se llama valor absoluto (o módulo) del número x al 
mismo número x, si x> 0 o bien al número —x, si x < 0). 

El valor absoluto del número z se designa con el símbolo | æ |. 
Ahora, bien, 


z, si 2>0, 
—x, siz<0. 


Por ejemplo, | -+51 y li] = — (25) = 5; |0| = 

De la definición se deducen varias propiedades del valor med 
luto de un número. 

4% (zi> 0. 

O Efectivamente: 1) si z> 0, entonces | z | = z> 0; 2?) siz < 0, 
entonces | z | = —z; pero —z > 0, pitaq que z < U, osea, | £ | >0. 

De 1) y 2) obtenemos que | z | > 0. W 


ta jm 


alzi =|]—el. 
E En efecto: 1) si z> 0, entonces —2< 0 y en este caso | —2 |= 
= — (=z) = r 2) si z < 0, entonces —z > 0 


y en este caso | —z | <0. 
De 1) y 2) obtenemos que | | =|—z|. W 
3. — Iz <<| zl. 

O Efectivamente: 1) 
esto caso —r< 0< T = 


z> 0, entonces | z | — z y —<0 y on 
z |¿dedonde —2< | z | o bien— jë <-«u; 


2) si z < 0, entonces | z | = —z y —z >0 y en este caso z < 0 < 
<— z= |z], de donde z< |z|. 

De 1) y 2) obtenemos que —| z |< 7< | z |- 

Demostremos en forma de teoremas las tres propiedades si- 
guientes. 


Teorema 1.2. Sea e un número positivo. Entonces las desigualdades 
[|< e y —eK z< e son equivalentes. 

O Demostración. Sea |z |< e. En este caso: 

1) si x>0, entonces | 2 | = z< e, de donde 0< 2< £; 

2) si z < 0, entonces | 2 | = — z< e, de donde —e<1< 0. 
Uniendo 1) y 2), para todo número z obtenemos —* << e. 

Supongamos que son válidas las desigualdades —e< 2< e. Esto 
quiere decir que simultáneamente se cumplen las desigualdades 
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<eyz>-—e. De la última desigualdad tenemos —z < e. 
Puesto que, por definición, | z | es z o —z, entonces | z |< +. m 
Teorema 1.3. Æl valor absoluto de la suma de dos números no es 
mayor que la suma de los valores absolutos de estos números, o sea, 
le-=yl<lzl +1yl 
O Demostración. Sean z e y cualesquiera números. Conforme a la 
propiedad 32 para ellos son válidas las desigualdades 


=|ri<z<|7] y —Iyl<ysSIyl 
sumando las cuales término a término obtenemos 
(rl+lylb<z+y< (71 +y 


Según cl teorema 1.2 esta desigualdad doble es equivalente a la 
desigualdad |z -y| <lr] +u] 

Notemos que | z—y |<| z| +y l. Efectivamente, | -—y |= 

Le+toni<tel+l—=yl 121 +1y1 (compruebe esto por 
si mismo). 

Teorema 1.4. El valor absoluto de la diferencia de dos números no 
es menor que la diferencia de los valores absolutos de estos dos números, 
o sa la—yl>12|—1yl. 

O Demostración. Para todos números z e y tenemos 

z= y + (r — y) 
Según el teorema 1.3 es válida la desigualdad 
leal =|y+f=yl<iyl+12—yl, 


de donde obtenemos |z —y|>|=1—1y1 B 
Notemos que |z +y|>|z]— iyl. Efectivamente, |z + 
2=(—yl>121—1—y1=1%1— [yl (compruebo 
esto por sí mism 
Y en conclusión nótese, además, que 
números z e y tienen lugar las relaciones 


cualesquiera que sean dos 


ladh 
\zyl=lzilyl y 15|- Tar siy%0 
que son fáciles de comprobar considerando los casos cuando z e y son 
números de un mismo signo (ambos positivos o ambos negativos) 
y cuando ellos tienen los signos opuestos. Por ejemplo, verifiquemo s 
| zy | = | z | | y | en el caso cuando z >0, y < 0. Tenemos | z | 

z, |y | = — y y zy <0; por consiguiente, | zy | = — (z9) = 


E 


ay =!|=1luvl ¿ Ñ is 

O Ejemplo 1. Hallar las soluciones de las ecuaciones siguientes: 
|z| =z +2; 2) |z] =z — 2; 3) z +2|z|=3; 4) z + 
+3ļz|—4= 


» 
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Resolución. 1) Para <> 0 tenemos z = z +2, de donde 0 = 2 
es una igualdad incorrecta. Por lo tanto, no hay soluciones. Para 
z<0U obtenemos —r 2, de donde z = — 1. Esto es la 
solución de la ecuación. 

2) Para x>0 tenemos z — z — 2, de donde O = — 2 es una 
igualdad incorrecta. Por lo tanto no hay soluciones. Para z< 0 
obtenemos —z = z — 2, de donde z = 1 >O lo que contradice la 
suposición hecha z < 0. Así pues, la ecuación no tiene soluciones, 

3) Para 2 > 0 tenemos z + 2z = 3, de donde z, = 1. Para z < 0 
obtenemos z— 3, de donde z, = — 3. Por consiguiente, 
z, = 1 y zo = — 3 son las soluciones de la ecuación. 

4) Ulilicemos el hecho de que |z]? = z° t}. Entonces | z]? + 


+3 lx | — 4 =U. Reemplazando | z | por y, obtenemos y? +3y — 
— 4 0, de donde y, = 1, y, = —4. Puesto que y = | z |> 0, 
tenemos que — 4 no conviene. Queda y, = | z | = 1 y esto es 


equivalentea z = — i yz = 1 
bién por el método corrien! 
(Haga esto por sí mismo) 


La ecuación puede ser resuelta tam- 
onsiderando los casos r> 0 y x < 0. 


Ejemplo Demostrar que AA lyvl<l=—yl 
Resolución. Puesto que, Wzl—=Iylestel— 
— iyl o bien—(71—|y pe j y|— iz], para la demostra- 


ción de dicha desigualdad hace falta establecer que: 1) | z | — | y 1< 
<lz—yly ly 1—121<12x—y |. Pero la desigualdad 1) que- 
da demostrada èn el teorema 1.4 y la desigualdad 2) también se 
desprende de este teorema y de la propiedad 2°; 


le=yl =| (yl li=z1>lyl—171 © 


PREGUNTAS PARA EL AUTOCONTKOL 


se Mama valor absoluto de un número? 
strese la equivalencia de las desigualdades | z | < ey —e < 7 < 


n Aa 


Lal. 
ón | r — y | sir < oy 


dilo la expre 


§ 6. Método de inducción matemática 


El método de inducción matemática pertenece a los más impor- 
tantes métodos de demostraciones matemáticas. Se emplea para 
demostrar las afirmaciones que dependen del número natural n. 


1) Efectivamente, 
tenemos Jr1*= 2%) 


oni 


do z = y en la relación |ry] = | zl | yi, ob- 
n ya que 32>0. 
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Enunciémoslo en la forma general: para demostrar cierta afirmación 
dependiente del número natural n (por ejemplo, cualquier fórmula) 
es necesario: 1) comprobar su validez para n — 1 1); 2) suponiendo 
Ja validez de la afirmación para cierto n (n > 1), demostrar su validez 
para n + 1. Luego se saca la conclusión de que la afirmación dada 
es válida para todo número natural n. 

O Ejemplo 1. Haciendo uso del método de inducción matemática 


demostrar que 

PER pt 

Resolución. 1) Comprobamos la validez de la fórmula dada para 

n = 1. El primer miembro es igual a la unidad. El segundo miembro 
ei 

44 + 00-150 L 4, Porlo tanto, la fórmula es justa para n = 1. 

2) Suponiendo que la fórmula dada es justa también para cierto 


número n ( n > 1), demostremos que para z + 1 tiene Ingar la mis- 
ma fórmula: 


E tny REE ETE EST 


Efectivamente, 


ninti) n+!) 
A 


1424384... 4 (n41)= 


BED BEN i pp tja E + 0 Bia 0 


inti) (2n* 4 7n + 
- g 


(141) (142) ntd 


ADINERADA 
A E 


que es lo que se quería demostrar. Por consiguiente, basándonos en 
el método de inducción matemática, sacamos la conclusión de que 
la fórmula dada es cierta para todo número natural n. Y 

El método de inducción matemática es cómodo para determinar 
las sumas de un número finito de sumandos. 

O Ejemplo 2. Hallar la suma 


1+434+5+...+(Qn—1). 
Resolución. Designemos esta suma con S,, o sea, 
Si=1+3+5+...+(2N— 1). 


Para obtener para S, una expresión que no necesite la adición alge- 
braica de n sumandos, calculemos algunos primeros valores de esta 


1) Si para n = 1 la afirmación no tiene sentido, la validez de la misma ha 
de comprobarse para el valor mínimo de n con el cual la afirmación tiene senti- 
lo. 


$ 7. Factorial y fórmula del binomio de Newton 2 


3 y Si=14345= 
S, =1 43 +5 +7 = 16. 

Vemos que estos valores son los cuadrados sucesivos de números 
naturales. Es natural suponer que S, = n°. Para demostrar la 
validez de esta igualdad utilicemos el método de inducción matemá- 
tica. Tenemos: 1) S, = 4 = 1°. Por lo tanto, la fórmula es justa 
para n = 1; 2) suponiendo que ella es justa para cierto n, demostre- 
mos que para n + 1 tiene lugar la fórmula Sp, = (n + 1) °. En 
efecto, 

Sny = Sn +12 ( n? + (2n + 1) = (n + 1) °, 
que es lo que se necesitaba demostrar. Por consiguiente, basándonos 
en el método de inducción matemática sacamos la conclusión de que 
la fórmula S, = n? es justa para todo número natural n y 


14345 +... 


Ejercicio. Hallar la suma 


1 
E: (Resp. 


Indicación: reemplace cada 


sumando por la diferencia según la fórmula E -24 A 


n 


1 1 1 
E RFT 


o haga uso de la inducción.) 


PREGUNTAS PARA EL AUTOCONTROL 
n qué consiste el método de inducción matemática? 


4. ¿E 
2: Haciendo uso del método de inducción matemática, demuéstrese que 
para cada n natural es válida la fórmula 


ME 


pn 


$ 7. Factorial y fórmula del binomio de Newton 


1. Factorial. Para calcular la suma de los primeros n números 
naturales hay una fórmula cómoda 
4 
1243+.. tnm EHD, 
Para el producto de los primeros n números naturales tal fórmula 


no existe, pero esta magnitud, que se encuentra con frecuencia en 
el análisis combinatorio y otras partes de la matemática, tiene una 
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designación especial: n! (factorial de n). Así pues, por definición, 


1-2. 


A 


El signo de admiración está elegido, quizás, para la designación 
debido al hecho de que incluso para valores comparativamente peque- 
ños de n, el número n! es muy grande; para mostrar lo rápido que 
crece n! con el aumento de n escribamos estos números para n de 1 
a 10: 11 = 1), 2! =4.2=2, 31 = 1-2-3 = 6, 41 =314 = 24, 
720, 7! = 5040, 8! = 40 320, 9! = 362 880, 


1 E 
51 = 41.5 = 120, 6! 
101 = 3 628 800. 

De la definición de n! se deduce quo las factoriales de dos números 
naturales vecinos z y n-+1 están relacionadas por la fórmula 


(n +1)! = nt (a +4). a) 


Notemos que si en esta igualdad se sustituye n = 0, obtenemos 
11 = 011, por eso se supone 
UL 2 
este acuerdo resulta frecuentemente cómodo en distintas fórmulas 
generales. 
Ejemplo 1. Demuéstrese la fórmula (n + 1)! — n! = n! n. 
esolución. Hagamos uso del método de inducción matemática. 
Tenemos: 1) para n = 1 (1 + 1)! — 1! = 11- 1, de donde 1 = 1, por 
lo tanto, la fórmula es justa; 2) suponiendo su validez para cierto x 
demostremos que para n +1 tiene lugar la fórmula (n + 2)! — 
—(n + 1)! = (n + 1)l(n + 1). Efectivamente, por la fórmula (1) 
obtenemos 
(n + BL — (n +1)! = n! (n + Dn + 2) — n! (n +) = 
= n! (n +1) la +2) — 1) = n! (n + 4)(r +1) = (a+) + 1) 
que es lo que se quería demostrar. Por consiguiente, basándonos en el 
método de inducción matemática, sacamos la conclusión de que la 
fórmula es justa para todo n natural. 
Ejemplo 2. Hallar la suma 1-1! + 2. 2! + 3-31 +... + nnl 
Resolución. Reemplacemos cada sumando por la diferencia 
según la fórmula (n + 1)! — n! = n!- n (véase el ejemplo 1); obte- 
nemos 


(ESIET EREET ETE E 
co +H(n+ Mia! = 2141431 214413142... 
co (Mb — n! = (a+ 14, 


ya que todos los sumandos en el primer miembro de la igualdad, 
a excepción del segundo y el penúltimo, se suprimen recíprocamente. 


1) Por definición se supone 1! = 1. 
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Por consiguiente, 1-1! + 2-2! 23-31 +...+nal= (n + Ui 
2/0 
Ejercicio. Hállese la suma —p+ php elo. 
(Resp. 127. Indicación:  reemplácese cada sumando por 


1 1 1 
CI =51): 

2. Fórmula del binomio de Newton. En las matemáticas se utilizan 
ampliamente los magníficos números llamados coeficientes bino- 
miales. Estos tienen la designación especial C% y se hallan por la 
fórmula 


la diferencia según la fórmula 


a 
a 6 


donde n son números enteros no negativos y /, números enteros no 
negativos que satisfacen la condición OS F< n. 

Si el numerador y denominador de la fracción (3) se reducen eli- 
minando (n — k)!. obtenemos la fórmula 


METEO) 


A 
Ch- A 


que es cómoda de guardar en la memoria y con cuya ayuda es más 
fácil realoizar los cálculos. El denominador de esta fracción está for- 
mado por el producto de todos los primeros Æ números naturales 
y el numerador. por el producto de Æ números naturales escritos en 
el orden de decrecimiento, comenzando con el número n. En el aná 
lisis combinatorio esta fórmula define el coeficiente binomial C% 
como número de combinaciones de n elementos tomados k a k. 

O Ejemplo 3. Calcular C$, 

Resolución. Tenemos 


38760. O 


Con ayuda de los coeficientes binomiales se demus n muchas 


Le 


afirmaciones matemá en particular, una fórmula muy impor- 
tante del binomio de Newton *) 
(a+b = Car Chao Cha OO (A) 


a cuyo nombre se debe tam bién la denominación de los coeficientes CA. 
Ò Vamos a demostrar la fórmula (4) por el método de inducción 
matemática. pero mostremos previamente que para los coeficientes 


1) Isaac Newton (1642 
nglés, 


— 1727), ilustre ma 


tico, mecánico y astrónomo 


28 Capítulo 4. Números reales y complejos 


binomiales se cumple la relación 
Cm Ch= Cha. (5) 
En efecto, 


A CO. pl se 
NT 


a ni + nl e 
KRFA) nki) Ak 


1 (+4) SM 
Mote- REMS 


CEZ a 
A 
que es lo que se quería mostrar. 
Demostremos ahora la fórmula (4). 1) Comprobamos la validez 
de la fórmula (4) para n = 1: 
(a+b) = Cta + Cbab, 


ya que en virtud del acuerdo (2) C) = gyr =1, Ci= go t 


2) Suponiendo que la fórmula (4) es justa para cierto n, demos- 
tremos que para n + 1 tiene lugar la misma fórmula, o Sea, 
(atb! = Capia”! Cha DA 

ro FOR la... -CR ab" 4 Crib, (6) 
Efectivamente, 

(a+ by" = (Cta +Cia™tb- Char 
+ CRb")- (a +b)=Cla "4 Cia"b +... 

n.e HOAHOA Cab Cda Do 
ORI -4 CR- tab" CNA = 
=C8a™ 4 (C)+ Ci) a"b+ . .. (Ch HORA" A n. 

a.. + (CR-1 -+ CR) ab" + Cb", 


de donde en virtud de que C9=1=C?,, C}+Ci= Chp, Ch+ 
CR = Chti, Ceh-14Cn=Ùhp, CE = 1 = Cai (véanse las 


fórmulas (2), (3), (5)) se deduce la fórmula (6). De (1) y (2) basándo- 
nos en el método de inducción matemática, sacamos la conclusión 
de que la fórmula (4) es justa para todo número natural n. M 
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La fórmula (4) suele escribirse brevemente así: 
(a+b) = Y) Cha", 
o 
[El símbolo 2 (la letra griega «sigma») designa el signo de sumación 
(de adición).| 
De la fórmula (4), en particular, para n = 2 y n = 3 obtenemos 
las fórmulas bien conocidas: 


(a+ by=Cia?+ Clab+CI%=a*4-2ab + b; 
(a +b)? =Cia? + Cia? + + C33 = a? + 3a?b -+ 3ab? +b, 
Ejercicio. Escriba el desarrollo según la fórmula del binomio de 


Newton (a + b). (Resp. Gašb + 15a+b? + 20a% + 
+ 15abt i Gab* -+ b8.) 


PREQUA 


S PARA EL AUTOCONTROL 


- ¿Qué significa la notación n!? 
z Húllese el número n? para n = 11; 12. 

¿Puede n! terminar en cinco ceros exactamente? 

de Bemutatrese la fórmula del binomio de Newton. 


$ 8. Números complejos 


1. Nociones breves. La introducción de los números complejos se 
debe al hecho de que en el conjunto de los números reales no se puede 
extraer la raíz de grado par de un número negativo. 

Definición. Se llama número complejo a la expresión que tiene la 
forma 

z= zx -iy =z +y, 


donde x e y son números reales; i, el símbolo especial. En este caso x se 

lama parte real del mimero z: y, parte imaginaria de este número; i, 
unidad imaginaria definida por la igualdad È -= —A. 

Los números complejos 2, -+ in y Za + iya Se aldea iguales 

ión se supone también que 
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A cada número complejo z = x + iy corresponde el número £ — 

— iy que se denomina conjugado con z y se design: z — iy- 
O Ejemplo 1. Resolver la ecuación z? + 2z + 2 — 0. 
Resolución. Aplicando a la ecuación dada la regla conocida de 

determinación de las raíces de una ecuación cuadrática, obtenemos 


La ecuación dada no tiene raíces reales; sus raíces son complejas 
conjugadas, o sea, zy = A A 

Ejercicio. Resolver Ja ecuación z°— 2x +2 = 0. 

(Resp. xı, s= 1 i) 

2. Operaciones con los números complejos. Con los números 
complejos pueden realizarse operaciones aritméticas con ayuda de 
las reglas que están adoptadas en el álgebra para las expresiones 
literales. Sean zı — 21 + iYi Y Ze = Za + iya dos números complejos. 
Entonces con los números complejos z, y z; Son válidas las transfor- 
maciones siguientes: 


h tza = (2 + Ya) + (Le + iy) = 
(a+ + ibn + Ys 
Ziza: (zH iy) — (ad iya) = (21 — 20) +i (Y — Ya): 
Zy- Ego (21+ iyi) (22 + iya) 
= yta Hipis Hity — Vya = (T121 — Ya) Hi (Vrta t 214a); 


a atin atin) (4 
Ga tatiy (aF iva) (atya) 


A ryt iy. 


De esta manera vemos que la suma, diferencia, producto y cociente 
de los números complejos es, a su vez, un número complejo. 

O Ejemplo 2. Hallar la suma de los números zı = 2 + ¿y 3, = 
=3— i2. 


0: 
Resolución. Tenemos 
a +z = (+i +B i) o H3) + ¿4-2 


Ejemplo 3. Dividir el número z — 2 + ¿3 por el número 2, = 
=1 4 i4 
Resolución. Tenemos 


a 243% (24-19) (144) di5 4O jS 
z pa ARA o 17’ 


1) Se puede demostrar que Y 1 = +t. 
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Ejercicios. 1) Hallar el producto de los números z = 
y 2 =1 + ¿2 (Resp. 8 + i). 

2) Dividir el número z = 1 +i por el número z, = 1 — i 
(Resp. i). 


-8B 


PREGUNTAS PARA EL AUTOCONTROL 


1, ¿Qué número se llama complejo? Nombre las partes real e imaginaria 
del número complejo. 
Dése la definición de la unidad imagi 
imaginaria? 

3. ¿Qué números complejos se denominan conjugados? 

4. Enúnciese la condición de igualdad de los números comple; 

5; ¿Cómo se cumplen las operaciones do adición, de sustracción, 
plicación y de división de los números complejos? 


- ¿Cómo se designa la unidad 


multi- 
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4.4. Demuéstrese que el conjunto X = (0, 1) está acotado, ¿Qué números 
as? Halle la cota superior exacta de este conjunto, 

Domuéstrese que el conjunto X = fe —2,1,0,1,23,...) 
de todos los números enteros no está acotado inferiormente ni superiormente, 
o sea, sup X == oo e inf X 0. 

Demuéstrese que el c 3, +. +.) de los números 
naturales no está acotado <uperiorment o. 
4. Demuéstrese la afirmación siguiente: cualesquiera que sean los números 
ayb, O< a< b, eriste tal número entero n > Ù) que an > b, 

1 Sean X e Y dos conjuntos numéricos no vacios, Demuéstrese que sí 
up X 
È. Soan X e Y d s no vacios. Demuéstrese que 
sup fjas rhm rEX. y sup Y. 


y entonces 


f—51= 12424 


Aeta 


=l a2]. 
1.14. Resuélva: ulando los módulos: 


(+j 2ri= 21213 3) ae 


la n 31 > Jat) 1321. 
1,43. Resuélvase la n Jr — 3} r3] >8 anulando el 
módulo. 
1.44. Haci o de inducción matemática, demuéstrese 


que 4% > n? para todo n natur: 

1.15. Haciendo uso del método de inducción matemática, demuéstrese 
que n} > 2% para n> 3. 

1.16, Haciendo uso del método de inducción matemática, demuestre las 

P =, 1 1 1 pmd 

desigualdades 7 < 1-4 i <2 Vx para n>1. 

v2 ` v3 Vu 


4.17. Hállese la suma 113464... 


1.48. Hállese la suma 
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GEOMETRÍA ANALÍTICA DEL PLANO 


La geometría analítica es el campo de la matemática que estudia 
las representaciones geométricas por métodos algebraicos. En el siglo 
XVII el matemático francés Descartes desarrolló y por primera vez 
utilizó el método de las coordenadas que dio la posibilidad de vincu- 
lar unos con otros los conceptos geométricos y algebraicos. 


$ 1. Método de las coordenadas 
El mótodo de las coordenadas se basa en la construcción de un 
sistema de coordenadas, Existen muchos tales sistemas. Vamos 


— 


AA 
Eje 


Fig. 1 


a familiarizarnos con los sistemas rectangular (o cartesiano) y polar 
de coordenadas. 

1. Segmentos orientados y sus valores. Identidad fundamental. 
Recuérdese que el conjunto de los puntos de una recta formado por 
dos puntos de frontera y por todos los puntos que están entre ellos 
se llama segmento. 

Uno de los conceptos fundamentales de la geometría analítica es 
el, de segmento orientado. 

Consideremos una recta arbitraria. Señalemos sobre ella dos direc- 
ciones recíprocamente contrarias. Elíjamos una de ellas y designé- 
mosla en la figura con una flecha (fig. t). Supongamos, además, 
que está escogida la unidad de escala para medir las longitudes de 
los segmentos. 

La recta con la dirección elegida sobre ella se denomina eje '). 

Vamos a considerar sobre el eje dos puntos arbitrarios A y B. 


1) Aquí y a continuación se supone que el eje está dispuesto horizontal- 
mente y su dirección positiva es la de izquierda a derecha. 
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Definición 1. El segmento con los puntos de frontera A y B se 
dice orientado si se señala cuál de los puntos A y B se considera como 
origen del segmento y cuál de ellos, como su fin. 


Designemos por AB 1) el segmento orientado con el origen en el 
punto A y con el fin en el punto B y consideraremos que este seg- 
mento está orientado desde el origen hacia el fin. 

En la notación AB la letra que designa el origen del segmento 
orientado se escribe la primera y la que designa su fin, la segunda. 

La longitud del segmento orientado AB se indica así: | AB | 
o |AB|. 

Para los segmentos orientados que están sobre el eje introduzca- 
mos un concepto importante de magnitud del segmento orientado. 
__ Definición 2. Se lama magnitud AB del segmento orientado 
AB al número real que es igual a | AB | si las direcciones del segmento 
y del eje coinciden, e igual a — | AB | si estas direcciones son opuestas. 

De la definición se deduce que cualquiera que sea la dirección del 
eje las magnitudes de los segmentos 
orientados no se distinguen sino por los 1 
signos: 8 D c 

(AA E A 
AB: —BA. 


Notemos que | AB | y | BA | desig- Fig. 2 
nan el mismo número. 

Supongamos que se da cualquier eje, la unidad de escala y los 
puntos A, B, C y D situados de modo que la distancia entre A y B 
sea igual a dos y entre C y D, a tres (fig. 2). Entonces la dirección 
del segmento orientado AB y del eje coinciden y la dirección del 
segmento orientado CD y del eje es contraria. Por consiguiente, 


AB: |AB|- 2, CD=-—|€D| = — 3. Si consideramos los 
segmentos orientados FA y DC, entonces BA = — | BA | - — 2, 
DC: |D] = 3. En este caso | BA] 1AB) 2y|CD]| 

= | DC | = 3. 


Si los puntos A y 1% del segmento orientado AB coinciden, la 


magnitud del segmento definido AZ es igual a cero y su sentido no 
está determinado. 


A continuación llamaremos simplemente segmentos 
tos orientados del eje omitiendo la palabra «orientados». 

Identidad fundamental. Para todos tres puntos A. B y C situados 
sobre el eje el valor del segmento AC es igual a la suma de los valores 
de los segmentos AB y BC, o sea, 


AB + BC = AC. a) 


los segmen- 


1) A veces se designa AD. 
3185 
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O Vamos a demostrar la identidad fundamental. Supongamos 
nero que los puntos A, B y Cson distintos. Entonces para demos- 
la igualdad (1) es necesario considerar seis casos de situación 
roca de los puntos A, B y C sobre el eje !) (fig. 3). El caso 1 es 
evidente. Examinemos, por ejemplo, el caso Il. Tenemos AB — 
— CB = AC. Pero CB = BC. Por lo tanto, AB+ BC — AC, o sea 

hemos obtenido la igualdad (1). Los 


a g o d se demuestran de un 
T F m m logo. 
A 'upongamos ahora que algunos de 
m $A €, los puntos A, B y C coinciden, por 

ñ EA ejemplo, el punto B coincide con el 
WA AG punto A. Entonces 
A FE ABHBC= AA+ AC=0 4 
A a e 

AB+*BC=AC + AC AC, 


una vez más se obtiene la 
dad (1). 

Así pues, queda establecido que la igualdad (1) es realmente 
válida cualquiera que sea la situación de los puntos A, B y C 
sobre el eje. W 
. Coordenadas sobre la recta. Recta numé 
recta cualquiera. Escojamos sobre ella la dire 
a ser eje) y cierto punto O (origen de coor- 
denadas). La recta con la dirección elegida o bd 
on el origen de coordenadas se denomina 
recta de coordenadas (en este caso supone- 
mos que la unidad de escala es 

Sea Al un punto arbitrario 
Pongamos en correspondencia al punto A/ el número real z, igual al 
valor OM del segmento OM: z — OM. El número v se llama courde- 
nada del punto M. De la definición de la magnitud del segmento 
se deduce que si la dirección del segmento ØM coincide con la del 
eje, el punto M está situado a la derecha del punto O y la coordena- 
da z es positiva; en cambio, si no coincide, el punto M está situado 
a la izquierda del punto O y la coordenada z es negativa y, por últi- 
mo, si el punto M coincide con el punto O, la coordenada z es igual 
a cero. 

El hecho de que el punto M tiene la coordenada + se escribe simbó- 
licamente en la forma M (2). 

De esta manera, a cada punto de la recta de coordenadas le corres- 
ponde cierto número real. Es válido también lo inverso: a cada punto 


Fig. 3 


'a. Consideremos una 
n (entonces llegará 


Fig. 4 


a de coordenadas (fig. 4). 


23 


1) Puesto que de tres puntos se puede componer P¿=31=1 
permutaciones. 
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real æ le corresponde cierto punto sobre la recta de coordenadas 
y precisamente tal punto M cuya coordenada es igual a z. Tal corres- 
pondencia se denomina biunivoca. 

Así pues, los números reales pueden ser representados por los 
puntos de la recta de coordenadas, o sea, la recta de coordenadas 
sirve de representación del conjunto de todos los números reales. Por 
eso el conjunto de todos los números reales se denomina recta numé- 
rica *) y todo número, punto de esta recta. Sobre la recta numérica 
cerca del punto suele indicarse el número, o sea, su coordenada. 

La representación de los números reales en forma de puntos de 
Ja recta numérica hace geomélricamente evidente la noción de núme- 
ros y de sus propiedades. A los intervalos numéricos les correspon- 


MMO M AAA m 


Fig. 6 


den geométricamente los intervalos sobre la recta numérica. Por 
jemplo, el segmento la, b) se representa sobre la recta numérica 
por el segmento 17,177 en forma de los puntos M (x) sitnados entro 
dos puntos M, y M, (fig. 5), uno de los cuales representa el número 
a (tiene la coordenada a) y el otro, el número ù (tiene la coorde- 
nada b), o sea, para todo x € la. bÌ se cumplen las desigualdades 
asrgb. 

Consideremos un ejemplo más. L: 
los números reales tiene un sen 
mente, si tomamos la recta numé: 


propiedad 13% de continuidad de 
do geométrico simple. Efectiva- 
ca, en ella cada punto z € X está 


dispuesto a la izquierda de cada punto y € Y. Por eso el conjunto X 


está situado por completo a la izquierda del conjunto Y. Conforme 
a la propiedad de continuidad entre los conjuntos X e Y hayun 
punto ¢ que esepara un conjunto del otro» (fig. 6). En este caso el 
Punto e puede pertenecer tanto al conjunto como al conjunto Y 
o no pertenecer a ninguno de ellos. Ahora bien, la recta numérica 
parece ser una línea continua sin «huecos». Cualquiera que sea el 
lugar donde hemos ecortado» la recta formando dos partes, el corte 
pasará por uno de los punta ela. 

Sea a un número arbitrario de la recta m 
ro positivo. El intervalo (a — 6.4 
(fig. 7). 

Sobre la recta numé 


mérica y 62), un núme- 
5) se llama d-entorno del punto a 


el conjunto acotado A 


representa un 


Cabe notar q 
numérica es una sola: el conjunto de los números rea 
se llama eje numérico. 

3) ð es la letra griega «delta». 


das, mientras que la recta 
A veces la recta numérica 
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conjunto de puntos en el cual sirven de cotas los extremos de los 

intervalos que contienen todos los puntos de este conjunto. 
O Ejemplo 1. Construir sobre la recta numérica puntos cuyas 
coordenadas satisfagan las ecuaciones siguientes: 1) |z] = 2 
213, 4) |1—z|=2; 


equivalente a dos ecuacio- 
nte, tenemos dos puntos 


0 M, M, 
A E 
7 LAs 

Fig. 8 


3) Puesto que | z | = z para z> 0, la igualdad dada es válida 
para aquellos z con los cuales 2% — 3> 0, de donde obtenemos 


2> $, Por lo tanto, los puntos cuyas coordenadas satisfacen la 


ecuación dada están situados a la derecha del punto m3) incluyen- 


do el punto M,. En los demás casos las resoluciones son análogas. 
(Constrúyanse los demás puntos por sí mismo.) 

Ejemplo 2. Caracterizar la situación sobre la recta numérica 
de los conjuntos de puntos, cuyas coordenadas satisfacen las inecua- 
ciones siguientes: 1) z > 2; 2) z — 3< 0; 3) 2z — 3< 0;4) 1 < 1< 
< 3; 5) 2t — 9 < 0; 6) 1? — 52 + 6 < 0; 7) 12 — z < 0; 8) 3r — 
25 >0; 9) —2< z< 3; 10) z? — 8z +15<0; 11) 2 — 8r + 
+15 >0; 12) z? — 25 <0; 13) 16 —2<0. Hágase una figura 
para cada caso. 

Resolución. 1) Los puntos están dispuestos a la derecha del 
punto M, (2). 

2) Adicionando a cada miembro de la inecvación z — 3< 0 el 
número 3, obtenemos 2<3. Por consiguiente, los puntos están situa- 
dos a la izquierda del punto M, (3), incluyendo el punto M4. 

3) Adicionando a cada miembro de la inecuación 2z — 3< 0 
el número 3 y dividiéndolos término a término por dos, obtenemos 


z< $ Por lo tanto, los puntos están a la izquierda del punto Mo (3). 
incluyendo el punto My. 
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4) Los puntos se encuentran dentro del intervalo acotado por 
los puntos M,(1) y M(3), incluyendo el punto My. 

5) La inecuación dada es equivalente a la inecuación z? < 9. 
Puesto que V 33 = | z |, entonces [Z[<3Óó —3 < x< 3 (véase 
el teorema 1.2). Por con: nte, los puntos están situados dentro 
del intervalo acotado por los puntos Mẹ(—3) y M,(3). 

6) Determinemos las raíces del trinomio que está en el primer 
miembro de la inecuación dada z, = 2 y z, = 3 y representémoslo 
en la forma 


2 (—3)<0. 


El producto de dos factores es negativo cuando estos factores tienen 
los signos opuestos. Por lo tanto, son posibles dos casos: 


i pisa di a 
E A 
El primer sistema es incompatible (no tiene solución); la solución 
de la segunda es 2<2<3. Por consiguiente, los puntos se encuen- 
tran dentro del intervalo acotado por los puntos M, h 
En Jos dem os las resoluciones son análogas. (Háganso de 
manera independiente.) 

Ejemplo 3. Caracterizar sobre la recta numérica el conto de 
los puntos enyas coordenadas satisfacen las 


5] 
l> 2: 601 AEE 

Resolución. vi Lai dada es equivalente a las inecua: 

nes —1 < r < 1 (véa Por lo tanto, los puntos se 
hallan dentro del intervalo acotado por los puntos M, (—1) y Ma (2). 

2) Si | æ | >a (a >U), entonces z >a o z< — æ (deme: 
esto por sí mismo). En el caso dado z >2 ó bien z< —2. Por 
consiguiente, Jos puntos están situados fu del intervalo acotado 
por los puntos My (—2) y M¿(2). 

3) La inecvación dada es equivalente a las inecnaciones —2 S 
<< 2. Así pues, los puntos se encuentran dentro del intervalo limi- 
tado por los puntos M¿(—2) y M(2), incluyendo los puntos 11; y Ma. 

4) La uación dada es equivalente a las inecuacion 3< 
<z— 2< 3. Adicionando a cada miembro de estas inecuaciones 
el número 2, ohtenemos —1 < z< 5. Por lo tanto, los puntos 
están dentro del intervalo acotado por los puntos M,(—1) y Ma(5). 

5) Si | z — 1 |> 2, entonces z—i>2 bz 1g 2 
viendo cada una de estas inecuaciones, obtenemos s> 3 ó bien 
2< —1. Por consiguiente, los puntos se encuentran fuera del inter- 
valo acotado por los puntos My (—1) y — 10 (3), incluyendo los pun- 
tos My Y Mw- 
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6) Puesto que | z| >z 
del valor absoluto de un número), la 
las z con las cuales z? — 5z + 6< 0. C 
plo 


do z < 0 (véase la propiedad 3° 
uación dada es válida para 
mo se desprende del ejem- 
2<r< 3 

lente a la inecuación 
todos los valores de z. 
es equivalente a la ine 
- 1. Resolviéndola, obtene- 


r<r- 1, 


la cual se s: 


Ahora bien, los puntos están 

situados a la derecha del punto, (= . 
s Ma (3) - 
mos a demostrar dos teoremas importantes. 


~ Cualesquiera que sean dos punto 
siempre ex válida la igualdad 


A Ma (2 


. Consideremos tres puntos O, Mi, Ma (lig. 9). 
dad fundamental (1) 


OM, + MM, OM 


M, (2) y M, (22) 


O Den 
Conforme a 


ostració 
la iden 


de donde 
MM, = ON 
o OM, = £ OMe zy. Por consiguiente, M, Mg = 2, —r,. W 
l teorema tiene un sentido simple: p: hallar el valor M, M, 
del segmento M;N, es necesario de la coordenada de su extremo 
restar la coordenada de su o 
Teorema 2.2. Si M, (2) y Ma (ca) son dos puntos cualesquiera y d 
. entonces 
do la —x.l 0) 


O Demostración. Según el teorema 2.1 


- OM, 
P 


MM, = 2, — 


a entre los puntos A, y Ma es igual a la longitud 
ATM, o sea, al módulo de este segmento. Por con- 


Per 


a distan 


del segmento 
siguiente, 


d= MM |r] 


Observación. Puesto que los números Ly Y Lx — £, $e loman 
en módulo, se puede escribir d 

Teniendo en cuenta la observ: „2 puede enun- 
ciarse así: para hallar la distancia comprendida entre los puntos M, 
y M, es necesario de la coordenada de uno de ellos restar la coorde- 


nada del otro y la diferencia obtenida tomarla en módulo. 
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O Ejemplo 4. Se dan los puntos 4(5), B(—1), C(—8), D(2). 
Hallar los valores de los segmentos AB, CD y DB. 

Resolución. En virtud del teorema 2.1 tenemos 

AB = —1—5 = —6, CD —(—8) = 10, 
DB = —1—2 = —3. 

Ejemplo 5. Se dan los puntos 4(3) y B(—2). Hallar la distancia d 
entre ellos. 

Resolución. En virtud del teorema 2.2 pi 


| —2—3] = | —5 | = 5. 


3. Sistema rectangular (cartesiano) de A en el plano. 
Dos ejes recíprocamente perpendiculares Oz y Oy que tienen el origen 
común O y la misma unidad de escala 
(fig. 10) forman un sistema rectangular 
(o cartesiano) de coordenadas en el plano. 

El eje Or se Ilama eje de abscisas y el eje 
Oy. eje de ordenadas. El punto O de imters 
ción de los ejes se llama orígen de coordenadas 
El plano en el cual están situados los ejes Oz 
y Oy se Mama plano de coordenadas y se desig- 
ha Oxy. 

Sea M un punto arbitrario del plano. 
Bajemos de este punto los perpendiculares MA 
y MB a los ejes Ox y Oy, respectivamente. 
Llamaremos coordenadas rectangulares x e y del punto M a los valo- 
res OA y OB, de los segmentos orientados OA y OR, respectivamente: 
z= 0A, y = OB. 

Las coordenadas z e y del punto M se denominan abscisa y ordena- 
da del mismo. 

El hecho de que el punto M ti 
simbólicamente así: M ( 
entre paréntesis es la abs 
de coordenadas tiene las « 

De esta manera 
to M del plano cor 


ne las coordenadas z e y se designa 
En este caso la primera ordenada 
la segunda, la ordenada. El origen 


ordenadas, a cada pua- 
de números (z; y), © Sea, sus coor- 
denadas rectangulares y ada par de números (£, y) +) 
corresponde en el plano Ozy un punto, y sólo nno, M tal que su 
abscisa es igual a z y su ordenada, a y. 

Así pues, el sistema rectangular de coordenadas en el plano 
establece la correspondencia biunivoca entre el conjunto de todos 


1) Se trata de un par ordenado de números (de un conjunto ordenado) o sea 
de una colección de dos números on la cual se indica qué número es primero y q 
número es segundo. Si z + y. los pares (z; y) e (y; z) son distintos, ya que en e 
primero de ellos el primer número es z y en el segundo, y. 
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los puntos del plano y el conjunto de pares de números, correspon- 
dencia que al resolver los problemas geométricos permite emplear 
los métodos algebraicos. 

Los ejes de coordenadas dividen al plano en cuatro partes lla- 
madas cuadrantes que se numeran por las cirfas romanas 1, 11, TI 
y IV como se indica en la fig. 11. 

En la fig. 11 se muestran también los signos de las coordenadas 
de puntos segú en uno u otro cuadrante. 


Fig 11 Fig. 12 


4. Problemas elementales de la geometría analítica en el plano. 
Consideremos algunos problemas elementales referentes al empleo 
de las coordenadas rectangulares en el plano. 

l. Distancia comprendida entre dos puntos. 

Teorema 2.3. Para cualesquiera dos puntos M, (21; y) y Ma (24% Ya) 
del plano la distancia d comprendida entre ellos se expresa por la fórmula 


d= V (AF (YM). (4) 


O Demostración. Tracemos de los puntos M4, y las perpendi- 
culares M,B y M,A a los ejes Oy y Oz, respectivamente, y designe- 
mos por Ķ el punto de interseccis MB y M,A 
(fig. 2. El punto K tiene las coordenadas (z, y). Según el teore- 
ma 2. 


IMK =n] MK] =l h l 
Puesto que el triángulo M,M,K es rectángulo, entonces, conforme 
al teorema de Pitágoras, 
d= | MM, |= V [MK |F [M;K |*= V (2:—2+ (0 41)" 
O Ejemplo 6. Hallar la distancia d entre los puntos W, (—2: 
y M, (5; 4). 
Resolución. Según la fórmula (4) tenemos 


da=VB=(DFFU=3F=V 50=5V 2. e 
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IL. Área de un triángulo. Teorema 2.4. 
Para cualesquiera tres puntos A(z,; ya), Blzs; ya) y Cltg5 Ys) que 
no estén sobre una misma recta el área S del triángulo ABC se expresa 
por la fórmula: 


S=4 lla) (04) (224) (0240). © 


D_ Demostración. El área del triángulo ABC representado en la 
fig. 13 puede ser hallada 


Sase = Savzo + Speer — Saro (6) 


donde S apzes Snecer y Sango son las áreas de los trapecios respec- 
tivos. Puesto que 


D 


Sanec= | DE| 3 taza (09-41 E 


p LEC n 
Sacsr = | EF 1 E, 


Saseo =1 DP | 2, 


sustituyendo las expresiones para estas áreas en la igualdad (6) obte- 
nemos la fórmula 


Sp la) (e Ya) + (ra ra) (a+ 
(21 (Ya +01 


de la cual, efectuadas las transforma poco complicadas, se 
deduce la fórmula (5). Para toda otr ón del triángulo ABC 
la fórmula (5) se demuestra de un modo análogo. 
Ejemplo 7. Se dan los puntos A (1: 1), B (6; 4) y C (8; 2). 
Hallar el área S del triángulo AX 
Resolución. Según la fórmula (5) 


161) 2—=0— (81) 4—=D11=+ I 16) =8. 


Así pues, S 
HI. Di 


a razón dada. Supongamos 
o MyM, y sea M todo 
(fig. 14). 


que sobre el plano se da un segmento arbitra 
punto de este segmento distinto del punto 1/ 
El número A definido por la igualdad 


se llama razón en la que el punto M divide al segmento M/M. 
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El problema de división del segmento en una razón dada consiste 
en que, dada la razón A y dadas las coordenadas de los puntos M, 
y M,, hallar las coordenadas del punto M. 

El siguiente teorema permite resolver este problema. 

Teorema 2.5. Si el punto M (z; y) divide al segmento M,M, en una 
razón h, las coordenadas de este punto se definen por las fórmulas 


— MH 
ET (7) 
donde (z,; yy) son las coordenadas del punto My; (£,; ya), las coordenadas 


del punto Ms. 
O Demostración. Supongamos que la recta M,M no es perpen- 
dicular al eje Oz. Bajemos las perpendiculares de los puntos con M,, 


M 


P,. respectivamente (fig. 14 
elemental sobre la proporcionalidad de los segmentos 
de rectas comprendidos entre las rectas paralelas tenemos 


IPP) IMMI 
| PP; | TMM; | 


Pero, según el teorema 2.2, 
[PP1=l2=2% 1, 1PP.1=1|%—2u1. 


Puesto que los números (z — z,) y (z — 2) tienen el mismo signo 
(para Tı < za son positivos y para 2, > 2, Son negativos), entonces 


AN A, de donde z= 244i 


mH 2r’ UE ? 
Si Ta recta M,M, es perpendicula? al eje Oz, entonces 2, = 
y esta fórmula es, evidentemente, también justa. Hemos. Halleido. 
primera de las fórmulas (7). La segunda fórmula se determina de un 
modo análogo. WM 
Corolario. Si M, (2,3 Y1) y Ma (ta; Y2) son dos puntos arbitrarios 
y el punto M (zx, y) es el punto medio del segmento M,M., o sea, 


$ 1. Método de coordenadas 43 


| M,M | = |MM,| entonces h -4 y según las fórmulas (7) obtenemos 


Así pues, cada coordenada del punto medio del segmento es igual 
a lc semisuma de las coordenadas respectivas. 

O Ejemplo 8. Se dan los puntos M, (1; 1) y M (7; 4). Hallar el 
punto M (z; y) que es dos veces m 


M 


Fig. 15 Fig. 16 


Resolución. 1: 


punto buscado M divide al segmento M,M, en la 


razón A = $. Aplicando las fórmulas (7), encontramos las coordena- 
das de este punto z=: 3. y — 2. 

5. Coordenadas polares. Consideremos ahora el sistema polar de 
coordenadas. Este sistema se compone de cierto punto O, lamado 
polo. y de una semirrecta O. ada eje polar, que parte de este 
punto. Además, se asigna la nnidad de escala para medir las tongi- 
tudes de Jos segmento: 

Supongamos que se d stema polar de coorde: 
un punto arbitrario del plano. Designemos con p la distancia entre 
el punto M y el punto O y con q», el ángulo en el que e i 
girar, en sentido antihorario, el eje polar para que éste coincida con 
la semirrecta OM (fig. 15). 

Se llaman coordenadas polares del punto M1 a los números p y y 
El número p se considera primera coordenada y se denomina radio 
polar y el número q es la segunda coordenada y se denomina ángulo 
polar. 

El punto 7 con las coordenadas polares p y q se designa a 
M (p; 4). 

Por lo general, se supone que las coordenadas polares p y q v 
en los límites siguientes: OS p < +00, OS q < 2a. Sin em 
en una serie de casos han de considerarse ángulos mayores que 
así como ángulos negativos, o sea, los ángulos que se miden a par 
del eje polar en el sentido de las agujas del reloj. 


7 
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Vamos a establecer la relación entre las coordenadas polares de 
un punto y sus coordenadas rectangulares. En este caso supondre- 
mos que el origen del sistema rectangular de coordenadas esté en el 
polo y el semieje positivo de abscisas coincida con el eje polar. Sea 
que el punto M tenga las coordenadas rectangulares z e y y las coor- 
denadas polares p y q (fig. 16). Es obvio que 


=pcosp y= psen g. 8) 


coordenadas rectangulares a través 
ordenadas polares a través de 
s fórmulas: 


Las fórmulas (8) expresan I 
de las polares y la expresión de las c 
las rectangulares se desprende de es 


p=V EFÈ, eest. 9) 


La fórmula tgp  y/x determina dos valores del ángulo polar q, 
ya que q varía entre 0 y 21. De estos dos valores del ángulo q se elige 
el que permite satisfacer las igualdades (8). 

e Ejemplo 9. Se dan las coordenadas rectangulares de un pun- 
to (2 2). Hallar sus coordenadas polares considerando que el polo 
coincido con el origen del sistema polar de coordenadas y el eje 
polar coincide con el semieje positivo de las abscisas,_ 

Resolución. Según las fórmulas asp = 2V 2, igo = 1. 
Conforme a la segunda de estas ig y = alh ó q = 5a/4. 
Pero puesto que z = 2 >00 e y - 2 >Ü, es necesario tomar y 

uá. O 


PREGUNTAS PARA EL AUTOCONTROL 


1. ¿A qué se llama segon tado y su valor? 

2. ¿A qué se llama id ? Demvéstrela. 

3. ¿A qué se llama eje y recta de coordenadas? 

4. ¿Por qué el conjunto de todos los números reales se denomina recta 
numérica? 

5. Muéstrese el significado geométrico de la propiedad de continuidad de los 
números reales, 

6. ¿A qué son iguales la maga 
entre dos puntos sobre la recta mum 

7. ¿Qué es el sistema rectangul: 

8: Muéstrese cómo con ayuda del sistema rectangular de coordenadas se 
establece la correspondencia biunívoca entre el conjunto de todos los puntos del 
plano y el conjunto de pares ordenados de números (z, y). 

9. Citense problemas elementales de la geometría analítica que se resuel- 
ven por el método de coordenadas. 

0. ¿Qué es el sistema polar de coordenadas? 

11, Muéstrese la relación existente entre el sistema rectangular y el sistema 
polar de coordenadas. 


to orientado y la distancia 


ud del segmn 
a? 
de coordenadas? 
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o y sus e 


§ 2. Conjuntos de los puntos de un plano y sus ecuaciones 


1. Definición de la ecuación de la línea. Consideremos la relación 
de la forma 


Fey 0 (1) 


que liga las variables æ e y. La igualdad de la forma (1) vamos a Ila- 
marla ecuación con dos variables z. y si esta igualdad es válida no para 
todos los pares de números z e y. Ejemplos de las ecuaciones: 2r + 
+y =h, a a — 25 O, sen sosen yl O 

Si (1) es válida para todos los pares de m sr e y, ella se Ha- 


ma identidad. Los ejemplos de las identid e Hy a e 
A a) a 
+y u y 

Llamaremos ecuación del conjunto de los L 


puntos (2: y) a la ecuaci si a esta 
ecuación Je satisfacen las « adas ce y 
de todo punto del conjunto y no le salis- 
facen las coordenadas de ningún punto no 
pertenecientes a este conjunta 

El concepto de e de la línea es 
un concepto importante de la geometría 
analítica. Supongamos que e plano se 
dan el sistema rectangular de coordenadas Fig. 17 
y cierta línea L (fig. 17). 

Defini La ecuación (1) se lama cenación de la línea 1. (en el 
sistema de coordenadas dado) si a ella le satisfacen las coordenadas x e y 
de todo punto que esté sobre la linea L y no le satisfacen las coordenadas 
de ningún punto que no esté sobre esta línea. 

De la definición so deduce que la línea Les el conjunto de todos 
los puntos del plano (e. y) cuyas coordenadas satisfacen la ccuas 
ción (1). 

Si (1) es la ecuación de la línea £, diremos que la ecuación (1) 
define (asigna) la línea L 

La línea L puede definirs (1) 
sino también por la ecu 


no sólo por la ecuación de la forn 
ale la for 


que contiene las coordenada 

Consideremos algunos ejemplos ele 
definen por las ecnaci 

O D ray 0. hise do esta e n en la forma y = £, 
concluimos que el conjunto de los puntos cuyas coordenadas satis- 
facen esta ecuación representa las bisectrices de los cuadrantes 
Iy LIL Es la línea definida por la ecuación s —y O (fig. 18). 


entales en que las líneas se 


46 Capitulo 2. Geometría analitica plana 


2) z- . Representando esta ecuación en la forma (z— y) X 
x (2-+y) V. concluimos que el conjunto de los puntos cuyas coor- 
denadas satisfacen esta ecuación son dos rectas que contienen Jas 
bisectrices de los cuatro cuadrantes (fig. 19). 

3) z? + y? = 0. El conjunto de los puntos cuyas coordenadas 
satisfacen esta ecuación se compone de un solo punto (0; 0). En el 
caso dado la ecuación determina la línea degenerada 


4%4y441 0. Puesto que para cuale z e y, los 
números z? e y? son no negativos, entonces z? + 1 >0. Por lo 
y y 
2 = = 
7 2 7 
Fig. 18 Fig. 19 


tanto, no hay ningún punto cuyas coordenadas satisfagan la e 
dada, o sea, é aguna imagen geométrica en el plano. 
La ecuación en cuestión define un conjunto «vacío» de los puntos. 

5) p acos q, donde a es un número positivo y las variables p 
y son las coordenadas polares. Designemos con Mel punto con las 
coordenadas polares (p; q) y con A, el punto con las coordenadas 
polares (a 0) (fig. 20). Si p = a cos q, donde 0 < p < 1/2, entonces 
el ángulo OMA es recto e inversamente. Por consiguiente, el con- 
junto de los puntos cuyas coordenadas polares satisfacen la ecuación 
dada es la circunferencia de diámetro OA (fig. 20). 

6) p = aq, donde a es un número positivo, p y «pson las coorde- 
nadas polares. Designemos con M el punto con las coordenadas pola- 
res (p; q). Si y — 0, entonces p = 0. Ahora bien, al aumentar el án- 
gulo q el punto M (p; (y), que ha comenzado su movimiento en el polo, 
se mueve en torno a éste alejándose simultáneamente del polo. El 
conjunto de los puntos cuyas coordenadas polares satisfacen la ecua- 
ción p = aq se llama espiral de Arquímedes (fig. 21). En este caso se 
supone que «p puede tomar todos los valores no negativos. 

Si el punto M efectúa una revolución completa alrededor del 
polo, «p crece en 21 yp, en 2ax, o sea, la espiral corta a toda recta que 
pasa por el polo en segmentos iguales (sin contar el segmento que 
comprende el polo) que tienen la longitud de 2ax. € 

En los ejemplos considerados por la ecuación dada de la línea 
hemos investigado sus propiedades y de esta manera hemos estable- 
cido qué representa esta línea. 
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Vamos a considerar alora el problema inverso: para un conjunto 
de puntos (definido por cualesquiera propiedades suyas), o sea, 
para la línea dada £ hallar la ecuación de la misma. 

O Ejemplo 1. Deducir (en el sistema rectangular dado de coorde- 
nadas) la ecuación del conjunto de los puntos cada uno de los cuales 


Fig. 20 Fig. 21 


está alejado del punto C ( 
deducir la ecuación de la circunferencia de 
centro el punto C (a: p) (fig. 22). 
Resolución. La distancia entre el punto arbitrario M (z; y) y el 
punto C se calcula con ayuda de la fórmula | MC | = V (a 
V T y — B Si el punto M está sobre la circunferencia, entonces 


¿n otras palabras, 
radio / que tiene por 


PUC] Ho MC? = R°, o sea, las coordenadas del punto M 
satisfacen la ecuación 
(e— ay + (y — BF = R. 12) 


En cambio, si el punto M (x; y) no se encuentra sobre la circun- 
ferencia dada, entonces A/C? 4 coordenadas del pun- 
to M no satisfacen la ce j- n, la ecuación buscada 
de Ja circunferencia tiene la forn Suponiendo en (2) a = 0 
y $ — 0, obtenemos la ecuación de la circunferencia de radio R que 
tiene por centro el origen de coordenada: 

yo Re, 

2. Ejemplos referentes a la determ de los conjuntos de los 
puntos. Consideremos algunos ejemplos más relativos a la determina- 
ción de los conjuntos de los puntos con ayuda de las ecuaciones 
e inecuaciones que ligan sus coordenadas. 

@ Ejemplo 2. Hallar un conjunto de los puntos (z; y) cuyas coor- 
denadas satisfacen la ecuación |x] + |y] = L 

Resolución 1. Puesto que |—m| — | m|, entonces junto con 
el punto (a; b) al conjunto buscado pertenecen también los puntos 
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(—a; b), (—a; —b), (a: —b). Esto quiere decir que Oz y Oy son los 
ejes de simetría del conjunto buscado. Por eso hallamos su parte 
situada en el cuadrante 1 y obtenemos lo demás reflejando simétrica- 
mente esta parte respecto a los ejes de coordenadas. 
En la cuadrante I 2>0 e y>0, por eso |z! >z, | y| = 
y la ecuación dada toma la forma z + y — 4. Dibujando la parte 
de esta recta situada en el cuadrante [ y reflejándola simétricamente 


respecto a los ejes Or y Oy, obte ¡emos el conjunto buscado, o sea, el 
cuadrado representado en la fig. 23. 

Resolución 2. Consideremos la ec 
cuadrantes. 

1) En el cuadrante I z > 0 e y> 0, poreso |z| =xelyl= 
y la ecuación toma la forma z + y = 1 conjunto de los puntos 
cuyas coordenadas satisfacen esta ecuación es una recta. Por lo tanto, 
al conjunto buscado de los puntos del cuadrante I pertenece el tro- 
zo AB de esta recta (fig. 23). 

2) En el cuadrante ÎI r< 0, y> Ù, por eso | z | = Iyl 
= y y la ecuación toma la forma —x > y = 1. Ahora bien, en los 
límites del cuadrante II al conju ña buscado de los puntos pertenece 
el. trozo BC de la recta —z . 

3) En el cuadrante III << 0, yz0 por eso | £ | = —zy | y | = 
= — y y la ecuación toma la forma —z — y = 1. Por lo tanto, en 
el cuadrante III al conjunto buscado de los puntos pertenece el 
trozo CD de la recta —z— = 4. 

4) En el cuadrante IV x>0, y<0, por eso |x| lyi = 
=—y y la ecuación toma la forma z—y = 1. Por consiguiente, en 
el cuadrante IV el conjunto buscado de los puntos es el trozo DA de 
la recta z — y = 1, trozo que cierra el cuadrado ABCD. O 

Al resolver los ejemplos, es necesario prestar atención a la sime- 
tría del conjunto buscado de los puntos respecto a los ejes de coor- 
denadas. 

O Ejemplo 3. Hallar el conjunto de los puntos (z; y) cuyas coor- 
denadas satisfacen la ecuación | z| — | y | = 1. 


n |z| +y] = ton los 
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Resolución. Puesto que el conjunto buscado de los puntos es 
simétrico respecto a los ejes de coordenadas Oy y Oz, se puede utilizar 
cualquiera de las dos resoluciones dadas en el ejemplo 2. Para mayor 
brevedad, consideremos la primera resolución. En el cuadrante I la 
ecuación | z | — | y | = I toma la forma z— y = 1. Por consi- 
guiente, en el cuadrante I al conjunto buscado de los puntos pertenece 
el trozo AB de la recta r — y = 1 y al reflejarlo simétricamente 


Fig. 24 Fig. 25 


respecto a los ejes de coordenadas obtenemos todo el conjunto busca- 
do de los puntos, representado en la fig. 24. 
(Haga por sí mismo la segunda resolución de este ejemplo). 
Ejemplo 4. Hallar el conjunto de los puntos (z; y) cuyas coorde- 
nadas satisfacen la inecuación (z — 2y) (2e — y +1) >0. 
Resolución. El producto de dos factores es positivo si, y sólo si, 
ellos tienen los signos iguales, o sea, 


Es 7 
2r—y+1>0 (5) 
o bien 

1—y<0, 

2zr—y+1<0. (4 


La inecuación de primer grado Az + By + C >O da un semi- 
plano limitado por la recta Az + By-+C = 0 (véase el $ 3, subp. 4). 
Por eso la resolución de cada uno de los sistemas (3) y (4) es la inter- 
sección de los semiplanos respectivos; obtenemos la respuesta: un 
par de ángulos verticales representado en la fig. 25. 
Ejemplo 5. Mostrar que la ecuación z? + 2z + y? = O define en 
el plano cierta circunferencia. Hallar su centro y su radio. 
Resolución. Representemos la ecuación dada en la forma 


(2422441) +y? =4 ó bien (2 + 1) +y 
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Ahora está claro que ésta es la ecuación de la circunferencia que 
tiene por centro el punto C (—1; 0) y por radio 1. 
Ejemplo 6. Establecer qué conjunto de los puntos es definido por 
la inecuación z? + y?< 4z + 4y. 
Resolución. Escribamos está inecuación en la forma 
a? — 4z +4 +y? 4y +48 o bien 
@— 2 + (y — 28. 
Esta inecuación muestra que la distancia entre cada punto del con- 
junto buscado y el punto (2; 2) es menor o igual a V 8. Es evidente 
que los puntos que satisfacen esta ecuación llenan el círculo de radio 
V 8 que tiene por centro el punto (2; 2) Puesto que en la inecuación 
se admite la igualdad, la frontera del círculo también pertenece al 


conjunto buscado. 

Ejemplo 7. En un plano se dan los puntos A y B. Hallar el con- 

junto de los puntos M que están dos veces más distantes de A que 
e B. 


Resolución. Elijamos un sistema de coordenadas en el plano de 
un modo que el origen de coordenadas coincida con el punto A y el 
semieje positivo de abscisas pase de A a B. Tomemos por unidad 
de escala la longitud del segmento AB. Entonces el punto A tiene las 
coordenadas (0; 0) y el punto B, las coordenadas (1; 0). Designemos 
las coordenadas del punto M por (z; y). Escribamos las condiciones 
| AM | =2]|BM | en las coordenadas así 

VEF P= V IFF. 
Aquí hemos utilizado la fórmula (4) del $ 1. Se ha obtenido la ecua- 
ción del conjunto buscado de los puntos. comprender qué con- 
junto se describe por esta ecuación la transformamos de modo que 
tome la forma conocida. Elevando al cuadrado ambos miembros, 
suprimiendo paréntesis y reduciendo los términos semejantes, obte- 
nemos la ecuación equivalente 


Ba? —8x + 4 + 3y? 

Esta igualdad puede ser escrita en la forma: 
4i 

spot 


o en la forma siguien 
412 232 
(3) += (3) 
La última ecuación es la de la circunferencia que tiene por centro el 
punto (á 0) y por radio 5. Ahora bien, el conjuntobuscado de los 
puntos es la circunferencia (o una parte suya). 
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Para la resolución no tiene importancia el que | AM | sea preci- 
samente dos veces mayor que | BM |, por eso de hecho está resuelto 
el problema general. Procisamente queda demostrado que el con- 
junto de los puntos M, que tiene constante la razón de las distancias 
a los puntos dados A y B 

AM | 


TAMT E 


(k es el número positivo asignado, no igual a 1), es la circunferencia. 

Hemos excluido el caso k — 1. En este caso el conjunto buscado 
es la recta (el punto M es equidistante de los puntos A y B). (Demues- 
tre esto analíticamente.) 0 

Los ejemplos considerados muestran cómo el método de coordena- 
das permite emplear los métodos algebraicos para resolver los proble- 
mas geométricos. Ahora consideremos el 
ejemplo cuando un problema algebraico 
puede resolverse geométricamente con 
ayuda del método de coordenada 

O Ejemplo 8. Determinar para qué 


valores del parámetro a el sistema 
E Ly, 
r4y -a 


no tiene solucion ene una única 
solución, tiene un conjunto infinito de 
soluciones. ¿Qué casos más son posibles? 

Resolución. La primera ecuación del sistema es la ecuación de la 
circunferencia que tiene por centro el origen de coordenadas y por 
radio 1. La segunda ecuación es la de Ja recta que intercepta en los 
ejes los segmentos iguales a a. Resolver el sistema quiere decir que es 
necesario hallar los puntos cuyas coordenadas satisfacen tanto la 
primera ecuación como la segunda, o sea, encontrar los puntos de 
intersección de la recta z + y =a y de la circunferencia. De la 
fig. 26 se deduce que para a >V 2 y para a < — V 2 la recta no 
corta la circunferencia, o sea, el sistema no tiene soluciones; para 
a = +V 2 obtenemos las tangentes a la circunferencia, o sea, el 
sistema tiene la única (doble) solución; para — V Ē < a < VZ la 
recta corta la circunferencia, o sea, el sistema tiene dos soluciones, 
Otros casos no pueden existir. Y 


PREGUNT; PARA EL AUTOCONTROL 
1. ¿A quése llama ecuación con dos variables e identidad? Cítense ejemplos 
2. "Dése la definición de la ecuación de la línea y de la misma línea. Cítense. 
ejemplos. 
qe Dedúzcase la ecuación de la circunferencia que tiene por centro un punto 
dado. 


AS 


Fig. 26 
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1. Ecuación de la recta con un coeficiente angular. Supongamos 

que se da cierta recta, no perpendicular al eje Oz. Llamaremos ángulo 
de inclinación de la recta dada respecto al eje Oz, al ángulo a en el 
que es necesario girar el eje Oz para que el sentido positivo coincida 
con uno de los sentidos de la recta, El ángulo a puede tener diferen- 
tes valores que se distinguen entre sí en una magnitud igual a + n7, 
donde n es un número natural. Por lo general, por ángulo de incli- 
nación se toma el valor mínimo no negativo del ángulo æ en el que 
hay que hacer girar (en el sentido contrario a las agujas del reloj) 
al ejeOz para que su sentido positivo coincida con uno de los senti- 
dos de la recta (fig 27). En este 
caso OSa <a. 
La tangente del ángulo de inclina- 
n de la recta respecto al eje Oz se 
denomina coeficiente angular (pen- 
diente) de esta recta y se designa con 
letra dz 


k= tga. (1) 


De la fórmula (1), en particular, se 
desprende que si æ =0, o sea, la 
recta es paralela al eje Ox, entonces 
k = 0. Si a = n/2, o sea, la recta 
es perpendicular al eje Oz, la expresión k — tg a pierde el signi- 
ficado. En tal caso se dice que el coeficiente angular «se convierte 
en infinito». 

Deduzcamos la ecuación de la recta dada si se conocen su coefi- 
ciente angular k y la magnitud b del segmento OB 1) que la recta 
intercepta sobre el eje Oy (véase la fig. 27). 

Designemos por M un punto arbitrario del plano con las coorde- 
nadas z e y. Si trazamos las rectas BN y NM paralelas a los ejes, 
se forma un triángulo rectángulo BNM. El punto M está sobre la 
recta si, y sólo si, los valores de NM y BN satisfacen la condición 


NM 
BN BA 

Pero NM = CM — CN = CM — OB = y — b, BN = z. De don 
de, teniendo en cuenta la fórmula (1), obtenemos que el punto M (z; 
y) está sobre la recta dada si, y sólo si, sus coordenadas satisfacen 


1) Más exactamente, bes la magnitud del segmento orientado OB sobre el 
eje Oy. Sin embargo, para mayor brevedad diremos simplemente «magnitud 
del segmento OB». 
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la ecuación 
y 


que, después de las transformaciones, toma la forma 
y =kx+b. (2) 


La ecuación (2) se llama ecuación de la recta con coeficiente angular. 
Si k = 0, la recta es paralela al eje Oz y 
su ecuación tiene la forma y = b. 

Así pues, toda recta, no perpendicular 
al eje Oz, tiene la ecuación de la forma (2). 
Es obvio, que es justo también lo inverso: 
toda ecuación de la forma (2) define la recta 
que tiene el coeficiente angular k e inter- 
cepta sobre el eje Oy el segmento cuyo 
valor es b. 

O Ejemplo 1. Escribir la ecuación de Fig. 28 
la recta que intercepta sobre el eje Oy 
segmento b = 3 y forma con el eje Ox el ángulo æ = Ub. 

Resolución. Encontramos el coeficiente angular: 

te (1/6) = 1/Y tituyendo k y b en la ecu 
mos la ecuación la de la recta: 


E pS 
y y+ o bien V 3y=x—3V 3-0. 


Ejemplo 2. Construir la recta definida por la ecuación 


Resolución. Tomemos sobre el eje Oy un segmento OB cuyo valor 
es igual a 2 (fig. 28). Tracemos por el punto 8 paralelamente al eje 
Ox un segmento cuyo valor BN = 4 y por el punto N tracemos 
paralelamente al eje Oy un segmento cuyo valor NA Luego 
trazamos la línea ZM. Ésta es pre mente la recta buscada. Ella 


tiene el coeficiente angular dado k — Fe intercepta sobre el eje Oy 


el segmento cuyo valor b = 2. Y 

2. Ecuación de la recta que pasa por un punto dado con un coefi- 
ciente angular dado. En varios casos surge la necesidad de formar la 
ecuación de la recta conociendo sólo un punto suyo M, (1; yy) y el 
coeficiente angular k. Escribamos la ecuación de la recta en la for- 
ma (2), donde b es por ahora un número desconocido. Puesto que la 
recta pasa por el punto M, (21; ya), las coordenadas de este punto 
satisfacen la ecuación (2): y, — kz, + b. Determinando b de esta 
igualdad y sustituyéndolo en la ecuación (2) obtenemos la ecuación 


7 
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buscada de la recta: 
y=h ka—an) (8) 

Observación. Si la recta pasa por el punto M, (z,; y) perpendi- 
cularmente al eje Ox, o sea, su coeficiente angular se convierte en 
infinito, la ecuación de la recta tiene la forma z — z, = 0. Formal- 
mente esta ecuación puede ser oblenida de la ecuación (3) si ésta la 
dividimos por k y luego hacemos que A tienda hacia el infinito. 
O Ejemplo 3. Escríbase la ecuación de la recta que pasa por el 


punto M (2; 1) y forma con el eje Oz el ángulo a = E, 


Resolución. Encontramos el coeficiente angular: k = tg a = 
= ui 1. Sustituyendo las coordenadas dadas y el valor del 
(3), obtenemos la ecuación de 


coeficiente angular / en la ecuac 
la recta buscad 


y=t o x—-2 oben y—z+1=0. © 


3. Ecuación de la recta que pasa por dos puntos dados. Supongamos 
que se dan dos puntos M, (2,5 y) y Me (za; Yu). 
Tomando en (3) el punto Af (2; y) por Ms (zs; y+), obtenemos 


= n (a — 21). 


Determinando k de la últi igualdad y sustituyéndolo en la 
ecuación (3), obtenemos la ecuación buscada de la recta: 


A 
z—z,). 
uou (2) 


Esta ecuación, si y, e y, se puede escribir en la forma 


(4) 


Si y, = ya, la ecuación buscada de la recta tiene la forma y = y. 
En este caso la recta es paralela al eje Oz. Si z} = zy, la recta que 
pasa por los puntos M, y M, es paralela al eje Oy y su ecuación tiene 
la forma z= z, 

O Ejemplo 4. Escríbase la ecua 
los puntos M, (3; 1) y M (5; 4). 

Resolución. Sustituyendo las coordenadas dadas de los puntos 
1 y M, en la relación (4), obtenemos la ecuación de la recta bus- 
cada: 


ión de la recta que pasa por 


o bien 3z—2y—7=0. 0 


4. Ecuación general de la recta. Teorema 2.6. En el sistema 
rectangular de coordenadas Oxy toda recta se define por una ecuación 
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de primer grado 
Ar+By4+C0=0 6) 


y, viceversa, la ecuación (5), al ser arbitrarios los coeficientes A, B, C 
(A y B no son iguales a cero simultáneamente), define cierta recta en 
el sistema rectangular de coordenadas Oxy. 

O Demostración. Primero vamos a demostrar la primera afir- 
mación. Si una recta no es perpendicular al eje Oz, ella, como hemos 
mostrado en el subp. 1, es definida por la ecuación de primer grado: 
y = kz + b, o sea, por la ecuación de la forma 
(5), donde A B 1 y C=b. Si una 
recta es perpendicular al eje Oz, todos los pun- 
tos de ella tienen las mismas abscisas que son 
iguales a la magnitud a del segmento intercep- 
tado por la recta sobre el eje Oz (fig. 29). La 
ecuación de esta recta tiene la forma z = a, o sea, 
también es una ecuación de primer grado de la 
forma (5), donde A =1, BM - 0, C = De 
este modo la primera afirmación queda demos- 
trada. 

Demostremos la afirmación inversa. Supongamos que se da la 
ecuación (5), con la particularidad de que al menos uno de los coefi- 
cientes A y B no es igual a 0. 


Fig. 29 


Si B0, la (5) puede escribirse en la forma y -4 ğ— 
7 >, A A e PP 
— $. Suponiendo k — —<7, b=—<,, obtenemos la ecuación 


y=kx+b, o sea, la ecuación de la forma (2) que define una 
recta. 
Si 8=0, entonces A0 y la (5) toma la forma 2=—. 


ia C ag 
Designando —£ por a, obtenemos £= a, o sea, la ecuación de 


la recta que es perpendicular al cje Oz. MW 

Las líneas definidas en el sistema rectangular de coordenadas 
por la ecuación de primer grado se llaman lineas de primer orden. 
De esta manera, cada recta es una línea de primer orden e inversa- 
mente, cada línea de primer orden es una recta. 

La ecuación que tiene la forma Az + By +C = 0 se denomina 
ecuación general de la recta (o bien ecuación complela de la recta). 
Para diferentes valores de A, Z, Cella define las rectas de toda 
clase. 

O Ejemplo 5. Se da la ecuación general 127 — 5y — 65 = 0. 
Escríbase la ecuación de la recta con un coeficiente angular. 
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Resolución. Resolviendo la ecuación de la recta respecto a y, 
obtenemos Ja ecuación de la recta con un coeficiente angular: 


Aqui k 


5. Ecuación incompleta de primer grado. Ecuación «segmentaria» 

de la recta. Consideremos tres casos particulares cuando la ecuación 

Ar + By +C =0 es incompleta, o sea, 

y cuando cualquiera de los coeficientes es 
igual a cero. 

ol 1) C = 0; la ecuación tiene la forma 


Az + By =O y define la recta que pasa 

por el origen de coordenadas. 
0 x 2) B =0 (A 0); la ecuación tiene 
a la forma Ar +C = 0 y define una recta 
Fig. 30 paralela al eje Oy. Como hemos mostrado 
en el teorema 2.6, esta ecuación se reduce 


ala forma z = a, donde a =— es el valor del segmento que 


Ts 
la recta intercepta sobre el eje Or (véase la fig. 29). En particu- 
lar, si a = 0, la recta coincide con el eje Oy. Ahora bien, la ecua- 
ción z = 0 define el eje de ordenadas. 

3) A=0 (B 40); la ecuación tiene la forma By +C = 0 
y define una recta que es paralela al eje Oz. Este hecho se determina 
de un modo análogo al caso precedente. Si se pone —£ = b, la 
ecuación toma la forma y = b, donde b es el valor del segmento 
que la recta intercepta sobre el eje Oy (fig. 30). En particular, si 
b 0, la recta coincide con el eje Oz. Ahora bien, la ecuación y = 0 
define el eje de abscisa: 

Supongamos ahora que se da la ecuación Az + By +C = 0 
con la condición de que ninguno de los coeficientes A, B, C es igual 
a cero. Transformemos esta ecuación de un modo tal que tenga la 
torma 


TAS 
E 
Introduciendo las designaciones a= —Ẹ y b=—-+f, obtenemos 
agiia 
Ett. © 


La ecuación (6) se denomina ecuación «segmentaria» de la recta. 
Los números a y b son las magnitudes de los segmentos que la recta 
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intercepta sobre los ejes de coordenadas. Esta forma de la ecuación 
es cómoda para la construcción geométrica de la recta. 

O Ejemplo 6. Una recta se define por la ecuación 3z — 5y + 
+45 =0. Escríbase para esta recta la ecuación «segmentaria» 
y constrúyase la recta. 

Resolución. Para la recta dada la ecuación «segmentaria» tiene 
la forma 


Para construir esta recta pongamos sobre los ejes de as 
Ox y Oy los segmentos cuyos valores son iguales a a = —5, b = 
tracemos la recta por los puntos M,(—5; 0) y M4(0; 3) (fig. 31). e 


Fig. 31 


6. Angulo entre dos rectas. Consideremos dos rectas L; y Ly 
Supongamos que la ecuación la forma y = kyz + bys 
+ y la ecuac ne la forma y = kar + ba, 

2 


2 
Sea «q el ángulo entre las rectas L, y La; 


De Jas consideraciones geométricas determinamos la dependencia 
entre los ángulos %, 2%. p: %: 9 +4p o bien p — ag — ar de 
donde 

Le 


te9=tg(0—0)-= E 
o bien 


ka— 


(7) 


La fórmula (7) define uno de los ángulos entre las rectas. El segundo 
ángulo es igual a z — q. 
O Ejemplo 7. Dos rectas se definen por las ecuaciones y = 2e + 
+30 y = —3z +2, Hállese el ángulo entre estas rectas. 
Resolución. Es obvio que k, = 2, ką = —3, por eso según la 
fórmula (7) encontramos 


tep 


tee Ti 
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Ahora bien, uno de los ángulos entre las rectas dadas es igual a 1/4 
y el otro ángulo n — 1/4 = 37/4. e 

7. Condiciones de paralelismo y de perpendicularidad de dos rectas. 
Si las rectas L, y L, son paralelas, q = 0 y tg q = 0. En este caso 
el numerador del segundo miembro de la fórmula (7) es igual a cero: 
k, —k, =0, de donde 

ka= ke 

Así pues, la igualdad de los coeficientes angulares de dos rectas 
es la condición de su paralelismo. 

Si dos rectas £, y La son perpendiculares, o sea, y = 1/2, de la (7) 
encontramos ctg y = (1 + kak)/(k2 — k). En este caso ctg 1/2 = 0 
y 1 + kak, = 0, de donde 


k=- 


De esta manera, la condición de perpendicularidad de dos rectas 
consiste en que sus coeficientes angulares son recíprocos en valor 
y contrarios de signo. 

O Ejemplo 8. Mostrar que 
— 30y — 11 = 0 son paralelas. 

Resolución. Reduciendo la ecuación de cada recta a la forma de 
la ecuación con coeficiente angular obtenemos 


rect; 


— 6y +7 = 0 y 207 — 


7 11 


2 
A DA ki E 


Los coeficientes angulares de estas rectas son iguales a k} = ky = 2/3. 
De donde concluimos que las rectas son paralelas. 
Ejemplo 9. Mostrar que las rectas 32 — Sy +7 =0y10 x+ 
+ 6y — 3 = 0 son perpendiculare: 
Resolución. Reducidas las ecuaciones a la forma de la ecuación 
con coeficiente angular (2), resulta 


3 $ 
I= FIA eys 


Aquí k, = 3/5, ka 
perpendiculares. @ 

8. Distancia entre el punto y la recta. Teorema 2.7. La dis- 
tancia d entre el punto dado M (zo; yọ) y la recta L definida por la 
ecuación Az + By + C = 0 en el plano se determina por la fórmula 


. (8) 


—5/3. Puesto que ką = —1/k,, las rectas son 


La idea de demostrar esta fórmula consiste en lo siguiente. 
Consideremos sobre la recta L dos puntos arbitrarios E y F con las 


5 lineales na 
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Calculemos la longitud del segmento 
EF y el árca Syrer de lo MEF {las fórmulas para determinar 
la longitud del segmento y el área del t 
gulo se conocen). Entonces la distancia 
del punto M a la recta £ es la longitud de la 
altura h del triángulo WEF (fig. 


coordenadas (11; 4) y 


dela recta £ com ayuda de 
dei Ya) y (2 a) de los p 


res 
de donde 
(y — Me — 7) — e a m) 9) 


dla MEL se escribe según la fórmula (5) 


El úre: 
del $ 


Syrer del trión 


Supr Mrs 0) Qi) o 0) W — 01 
Además, 


Entonces 


a los cooficientes A. A. 
ind madiant 
anos la ec 


Con ayuda de la ecnación (9) expr 
Cde la cenación Ar y € y 
denadas de los puntos Æ e F. Para osto 
en la forma 


(a — par ` ls — ad i ler We h ee edl A, 


de donde obti sk -0t A 


emos qi 
t) 


mer lAs: 


y la fórmula (10) puede esc 


que es lo que se quería de 
O Ejemplo 10. Supon 

cióndr — 4y © 10 Oy 

cia d del punto M a la 


Ilállese la alistan- 
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Resolución. Según la fórmula (5) tenemos 
13-443 410110 

Ve 
De esta manera, la distancia buscada es igual a 


9. Posición recíproca de dos rectas en un plano. Supongamos que 
los reetas Zy y La se definen por las ciones 


f 


(11) 


ma de dos ecuaciones de 
re y. Resolviendo este sistema, 


Consideremos esta 
primer grado con dos 
encontramos 


Sea ABe — Ash, 0. Entonces las fórmulas halladas dan 
la solución del sistema (11). Esto quiere decir que las rectas Ly y La 
no son paralelas y se intersecan en un punto que tiene por coordena- 
das (r; y). 


Sea ahora 4,8, — Asih — 0. Son posibles dos casas: 1) A¿C, — 
—A y O y BC: — BAC, 0: 2) ACi — AC 20 (BC: — 
— B,C, #0). 


En el primer caso tenemos pA Ba = pB Ci = HC, 


o bien 


w 


donde p # U es cierto número. Esto significa que los coeficientes de 
las ecuaciones son proporcionales, de donde se deduce que la segunda 
ecuación se obtiene de la primera multiplicándola por el número p. 
En este caso las rectas L, y L, coinciden, o sea. las ecuaciones definen 
la misma recta. Es evidente que el sistema (11) tiene un conjunto 
infinito de solucione: 

En el segundo caso si. por ejemplo, A¿C, — AC, 40, entonces, 
admitiendo que el sistema tiene la solución (xp: yo), obtenemos una 
contradicción. En efecto, sustituyendo en las ecuaciones en vez de 
z e y los valores xy e yo, multiplicando la primera ecuación por Ag, 
la segunda por A, y sustrayendo de la primera ecuación la segunda, 
resulta A¿C, — ACs =O lo que contradice nuestra hipótesis. 
Ahora bien, el sistema (11) no tiene solución. En este caso las rectas 
Li y Lo no tienen puntos de intersección, o sea, son paralelas. 

Así pues, dos rectas de un plano tersecan en nn punto, o coin- 
ciden, o bien son paralelas. 
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Ejercicio. Hállese la ecuación de la recta que pasa por el punto 
de intersección de las rectas 27—3y—1 = 0 y 3z — y — 2 
perpendicularmente a la recta y = 2+1. (Resp. Tz + Ty—6 =0.) 

10. Ejemplos de solución de los problemas geométricos por el méto- 
do de coordenadas. Consideremos los problemas geométricos que son 
cómodos de resolver con ayuda del método de coordenadas y que 
son difíciles de resolver por métodos geométricos puros. 

O Ejemplo 11. Hállese el conjunto de los puntos de un plano, 
cuya suma de los cuadrados de las distancias a dos vértices opuestos 


y 
y B(0;b) 
Aa; b) B(a; b) 
T x 
Diza; =b) — = Clai =b) Ala: 0) x 
Fig. 34 Fig. 35 


del rectángulo dado es igual a la suma de los cuadrados de las distan- 
cias a otros dos vértices suyos 

Resolución. Introduzcamos en el plano el sistema de coordenadas 
de modo que su origen sea el centro del rectángulo dado (fig. 34). 
Sea M (z; y) un punto arbitrario del conjunto buscado. Aplicando 
la fórmula de la distancia entre dos puntos (4) del $ 1, tenemos 

| MA |" +1 MC a} + (y — b)? + (z — a)? + (y +b, 
| MB PP + |MD | Y ub + (era? + (y by. 
Igualando los segundos miembros de las igualdades halladas, obte- 
nemos la identidad 0 == 0. Por consiguiente, el buscado conjunto de 
los puntos es todo el plano. 

Ejemplo 12. Determínese qué línea se describe por el punto 
medio del segmento entre dos peatones que caminan por dos vías 
recíprocamente perpendiculares con igual velocidad. 

Resolución. Supongamos que el primer peatón camina a lo largo 
del eje Oz a partir del punto A (a; 0) con la velocidad v y el segundo, 
a lo largo del eje Oy a partir del punto B (0; b) con la misma velo- 
cidad (fig. 35). Entonces en el instante de tiempo £ el primer peatón 
está en el punto (a + vt; 0) y el segundo, en el punto (0; b + vt). 
Designemos con (z; y) las coordenadas del punto medio del segmento 
entre los peatones. En virtud del corolario del teorema 2.5 resulta 


02 Capitulo 2. Geometria analitica plana 


Eliminemos de estas igualdades £: 


de donde 


Ahora bien la línea buscada es la recta que es paralela a la bisec- 
triz del ángulo comprendido entre las direcciones del movimiento 
de los peatones. 

Observac: peatones no 
son iguales, entonces, análogamento, la ecuación obtenida de la línea 

buscada tendrá la forma 


br, 


y= r+ 


o sea, es también una recta, pero el 
ángulo de su inclinación al eje Oz es 
ya otro (aquí v, y ve son las veloci- 
dades del movimiento de los peato- 


Ejemplo 13. Hállese el conjunto 
de los puntos medios de los segmen- 
tos cuyos extremos están en distintas 
diagonales del cuadrado. 

Resolución. Elijamos el sistema de coordenadas como hemos 
mostrado en la fig. 36, donde ABCD es el cuadrado dado. Sean los 
puntos M (0; y) y N (z; 0) puntos arbitrarios situados sobre los 
segmentos OB y OC (sobre las mitades de las diagonales del cua- 
drado), respectivamente. Entonces 


0<z<a, 
0<y<a, 
y el segmento MN está en el cuadrante I y los puntos medios de los 
segmentos MN tienen las coordenadas (2/2; y/2), donde 
0<z/2<a/2, 
0<y/2<a/2, 
o sea, llenan el cuadrado OEFP. Haciendo uso de la simetría del 
cuadrado dado, obtenemos que el conjunto buscado es un cuadrado 
que tiene por vértices los puntos medios de sus lados. 9 
Con ayuda del método de coordenadas se resuelven fácilmente 


también muchos problemas del curso escolar de matemáticas. Citemos 
un ejemplo. 
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O Ejemplo 14. Se dan dos circunferencias que tienen una tan- 
gencia exterior. Determínese qué conjunto de los puntos forman los 
puntos, de los cuales pueden trazarse a estas circunferencias las tan- 
gentes de igual longitud. 

Resolución geométrica. Los puntos pertenecientes a la recta, que 
es perpendicular a la línea de los centros y pasa por el punto común 
de estas circunferencias, poseen la propiedad indicada. Efectiva- 
mente, según la propiedad de los segmentos de tangentes trazadas 


de un punto a la circunferencia (fig. 37). 
|[MA|=|MC| y |MC|=|MB], 
de donde | MA | = | MB |. 


Vamos a demostrar que los puntos no pertenecientes a esta recta 
no poseen la propiedad en cuestión. Para esto tomemos un punto 


NS 


Fig. 37 Fig. 38 


arbitrario N del plano que no esté sobre la perpendicular a la línea 
de los centros 0,0,, perpendicular trazada a través de C, o sea, por 
el punto común de dos circunferencias (fig. 38). Tracemos la recta NC. 
Según el teorema sobre el producto de la longitud de la secante por 
su parte exterior ') resulta 


INAP =|NC||ND| y INBPSINCIINEJ, 


o sea, | NA | Æ| NB]. 

Así pues, el conjunto de los puntos buscado, de los cuales se 
puede trazar a estas circunferencias las tangentes de igual longitud, 
es una recta perpendicular a la línea de los centros que pasa por el 
punto común de estas circunferencias. 

Surge la pregunta: ¿cuál es el conjunto de los puntos de los que 
se puede trazar a dos circunferencias las tangentes de igual longitud 
(para las circunferencias situadas arbitrariamente) ? 


1) Si de un punto que está fuera de la circunferencia están trazadas a ésta 
una tangente y una secante, el cuadrado de la longitud de la tangente es igual al 
producto de la longitud de toda la secante por la longitud de su parte exterior. 
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Si se toman dos circunferencias que se intersecan en los puntos 
C y D (fig. 39), es fácil mostrar que las longitudes de las tangentes 
trazadas del punto M de la recta CD son iguales (se trata de aquellos 
puntos de esta recta, de los cuales pueden trazarse tangentes). En 
efecto, según el teorema sobre el producto de la longitud del seg- 
mento de la secante por su parte exterior 


[AME=|MD||MC| y |MBE=|MD||MC|. 


Por lo tanto, | AM | | MB |. 
Ahora es necesario demostrar que fuera de la recta CD no hay 
puntos que posean la propiedad mencionada. Sin embargo, resulta 
que es difícil hacer esto empleando métodos 
M geométricos puros. 

En cambio, si se considera este problema 
para el caso de dos circunferencias que no se 
intersecan, resulta que en la resolución es 

A 6 pg difícil apoyarse en los teoremas citados sobre 


las propiedados de la tangente y hace falta 

buscar un nuevo método de solución. Además, 

e es necesario tener en cuenta que el teorema 

| sobre el cuadrado de la longitud no entra en 
de el curso escolar obligatorio. 

Fig. 39 De esta manera, la resolución geométrica 

pura del problema es bastante complicada, 

Apliquemos el método de coordenadas. Así pues, resolvamos el 

problema siguiente. 

Ejemplo 15 (generalización del ejemplo 14). Se dan dos circun- 
ferencias. Aclarar qué conjunto de puntos forman los puntos, de los 
cuales se puede trazar a estas circunferencias tangentes de igual 
longitud. 

Resolución. Si MN y MP son los segmentos de las tangentes 
a las circunferencias con los centros O, y O, (fig. 40), entonces hace 
falta hallar el conjunto de puntos M tales que | MN | = | MP |. 
Notando que 


| MN |? = | MP; | MN |? = | MO, |? —|O,N |°; 
| MP |? = | MO, |? — | 0¿P |’, 

escribamos los datos del problema así: 

| MO, |? — | OLN |? = | MO, |? — | 0}P |? 
o bien 

| MO, |* — | MO, |? = | ON |? — | 04P |° 
y puesto que 

| ON |? — | 0,P |? = R? — è = C = const, 
el problema puede ser formulado de otro modo así. 
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Ejemplo 16. Hállese el conjunto de los puntos para los cuales la 
diferencia de los cuadrados de las distancias a dos puntos dados O, 
y O, es constante. 

Resolución con ayuda del método de coordenadas. Orientemos el 
eje de abscisas por la recta 0,0, y elijamos el origen de coordenadas 
on el punto medio del segmento 0,0, (fig. 41). 


Fig. 40 Fig. 41 
Sva 1010, | = d; entonces ( +: 0) son las coordenadas del 
punto O, y (+:0). las coordenadas del punto Oz. Tomemos un 


punto arbitrario M (z; y) del plano. Según la fórmula de la distancia 
entre dos púntos (4) del $ 1 resulta 


[MO p= (z +$) +y5 1 MO.12- 
de donde 
| MO, J?—| MO, |? 


A 


Puesto que | MO, |? — | MO, |? = C, para el conjunto de los puntos 
buscado obtenemos la ecuación de primer grado: 


2zd = C. 


Si d 40, los puntos buscados pertenecen a la recta == para- 


lela al eje de ordenadas o sea, pertenecen a la recta perpendicular 
a la rocta 0,0,. 

Inversamente: tomando los puntos pertenecientes a la recta 
z= % y cumpliendo todas las transformaciones en el orden inverso, 
obtenemos que pata todo punto de esta recta 

| MO, |? — | MO, PP = C. 

Así pues, hemos obtenido ol resultado siguiente. El conjunto de 

los puntos que tienen constante la diferencia de los cuadrados de 


32788 
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las distancias a dos puntos dados, es la recta perpendicular a la recta 
que une Jos puntos dados. 
hora es fácil responder a la pregunta del ejemplo 15 sobre el 
conjunto de los puntos, de los cuales se pueden trazar a dos circun- 
ferencias las tangentes de igual longitud para todos los casos cuando 
las circunferencias están situadas recíprocamente. 

Resolución. Utilicemos el resultado del ejemplo 16 en el cual 
hemos demostrado que el conjunto buscado es una recta (posible- 
mente, sin cierto intervalo). Por eso basta aclarar dónde pasa esta 


AS 


Fig. 42 Fig. 


recta, por ejemplo hallar dos puntos suyos. Además, hagamos uso 
del hecho de que lo.. puntos comunes de dos circunferencias satis 
cen los datos del problema: de estos puntos se pueden trazar las tan- 
gentes cuya longitud es igual a cero. Consideremos los posibles casos 
de posición recíproca de las circunferencias dadas. 

4) Supongamos que las circunferencias dadas están situadas una 
fuera de la otra (fig. 42). M y N (los puntos medios de sus tangentes 
exteriores comunes) satisfacen los datos del problema, por eso la 
recta MN es la buscada. Como corolario (véase el ejemplo 16) de 
aquí obtenemos que la recta que pasa por los puntos medios de las 
tangentes exteriores comunes a dos circunferencias, es perpendicular 
a la línea de los centros de estas circunferencia: 

2) Supongamos que las circunferencias dadas son tangentes exte- 
riormente (fig. 43). Razonando de un modo análogo, nótese que el 
punto medio M de la tangente exterior común y el punto N do tan- 
gencia de las circunferencias satisfacen los datos del problema (en 
vez del punto N se puede tomar el punto medio de la segunda tan- 
gente exterior común, que en la fig. 43 está representada por la línea 
de trazos), por eso la recta MN es el conjunto buscado. (Simultánea- 
mente hemos obtenido que la recta que pasa por el punto medio de 
la tangente exterior común de dos circunferencias perpendicularmente 
a su línea de los centros, pasa también por el punto común de estas 
circunferencias.) 


§ 3. Rectas y ecuaciones lineales 07 


3) Si las circunferencias se intersecan (fig. 44), entonces, puesto 
que los puntos M y A satisfacen las condiciones del problema, la 
recta buscada es MA sin el intervalo AB (de los puntos de este inter- 
valo no se pueden trazar las tangentes a las circunferencias). Además, 
de este modo queda demostrado que los puntos M, A y B so encuen- 
tran sobre la misma recta, que es perpendicular a la línea de los 
centros. 

4) Supongamos ahora que las circunferencias son tangentes inte- 
riormente (fig. 45). La recta buscada es la tangente común ya que 
ésta pasa por el punto N, que satisface los datos del problema, y es 


Fig, 44 Fig. 45 


perpendicular a la línea de los centros (fig. 45). Esto es fácil demos- 
trar también de un modo distinto: para todo punto de esta recta 
IMA | | MN |= | MB |, donde A y B son los puntos de tan- 
gencia. 

5) Ahora consideremos el caso cuando una circunferen 
dentro de la otra y sus centros O, y O, no coinciden (fig. 46). 

Reduzcamos este caso al caso 3). Para esto tracemos la circun- 
ferencia con el centro Oy, no perteneciente a la recta 0,0, y que 
sorta a las dos circunferencias dadas. Consideremos las rectas sobre 
las cuales están las cuerdas comunes de las circunferencias que tienen 
por centros O, y Oy, O, y Os. Sea M el punto de intersección 
de estas rectas. Según lo demostrado en el caso 3) 


| MO, |* — | MO, |? = R} — Pi; |] MO, |? — | MO, |? = RE — Ra, 
de donde 


| MO, |? — | MO, |? = R} — Ri, 


o sea, el punto M pertenece al conjunto buscado, por eso todo el 
conjunto buscado es una recta que pasa por el punto 1/ perpendicular- 
mente a la recta 0,0,. 
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6) Si las circunferencias son concéntricas, el conjunto buscado 
es vacío. En electo, el conjunto de los puntos de Jos cuales se puedo 
trazar a la primera circunferencia tangentes de longitud dada, es una 
circunferencia concéntrica a la dada; para la segunda circunferenci 
es también una circunferencia concéntrica, pero de otro radio (fig. 47). 
Estos conjuntos no tienen puntos comunes. 

Observación. La recta z == (R? — r2)/(2d) se llama eje radical 
de dos circunferencias dadas. De cada punto suyo quo sea exterior 


g. 46 Fig. 47 


respecto a dos circunferencias dadas, se puede trazar a óstas tan- 
gentes iguales. O 

Ahora se puede resolver sin dificultad el siguiente problema 
(cuya resolución puramento geométrica también es bastante difícil) 

O Ejemplo 17. Se dan tres circunferencias cada una de Jas cuales 
corta a otras dos. Demuéstrese que las rectas a las cuales pertenecen 
sus cuerdas comunes se intersecan en el mismo punto. 

Resolución. El problema se resuelve de un modo análogo al 
caso 5) del ejemplo 16 (fig. 48). El punto M de intersección de las 
cuerdas comunes de las circunferencias, que tienen por centros O, 
y O, y Os y Oy, posce una propiedad que consiste en que la diferencia 
de Jos cuadrados de las distancias comprendidas entre este punto 
y los puntos O, y O, (O, y Os) es constante, a saber 


| MO, 2 — | MO, |* = R} — Ri 
MO, li — | MO, |? = R} — R}. 
rmino a término estas igualdades, resulta 
| MO, |? — | MO, |? = R] — Ri, 
o sea, el punto Af debe encontrarse sobre la recta que pasa por los 
puntos de intersección de las circunferencias con los centros Op 
y O, y pertenecer a la cuerda común de estas circunferencias. Por 


consiguiente, el punto M está en la intersección de tres rectas a las 
cuales pertenecen sus cuerdas comunes. 


Sumando t 
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Ejemplo 18. Hállese el conjunto de los puntos la suma de los 
cuadrados de las distancias de los cuales a los vértices A y B del 
triángulo ABC es igual al cuadrado de la distancia a su tercer vértic 
el punto C. 

Resolución. Introduzcamos el sistema de coordenadas según so 
muestra en la fig. 49; el vértice A tiene las coordenadas (—1; 0) y el 
vértice B, las coordenadas (1; 0). Supongamos que el vértice C 
tiene las coordenadas (a; b) y sea M (z; y) el punto arbitrario del 


l) 


Fig. 48 Fig. 49 


conjunto buscado. Entonces los datos del problema pueden escri- 
birse: 


| MA |? -+1 MB |? == | MC |’. 

Aplicando la fórmula de la dis 

Ur +4 p°) + ife — 19 + y?) + (2 — a)? 
Suprimiendo paréntesis 

se puede transformar la 

(z +a)? + (yb) = 2 (a? + b — 1). (12) 

+ b — 1 > 0, el conjunto buscado es la e 

itro el punto D (—a; —b) y por radio 

= 4, el conjunto buscado se compone 

+ b? — 1 < 0, el conjunto bus- 


ancia entre dos puntos, obtenemos 
+ (y — bY. 
reduciendo los términos semejantes, 
tima ecuación así: 


Ahora se ve que si 
cunferencia que tiene por c 
V 2a TT 2; si aè + b 
de un solo punto D (—a; —b); si a 
cado es vacío. 

Nótese que el punto D es simétrico al vértice C respecto al origen 
de coordenadas O (fig. 50). De aquí se deduce que el centro D de la 
circunferencia hallada es el vértice del paralelogramo ACBD, opuesto 
al vértice C. 

Aclaremos ahora el significado de las condiciones, para las cuales 
están obtenidas distintas respuestas a la pregunta del problema. Es 
sabido que a? + b?= 1 es la ecuación de la circunferencia de radio 
unitario con el centro en el origen de coordenadas, y las desigualdade: 
a+ b 1 ya? bA representan respectivamente, la región 
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exterior y el interior del círculo unitario acotado por esta circunfe- 
rencia 
De aquí se desprende que el conjunto buscado de los puntos es 
la circunferencia, el punto o el conjunto vacío y esto depende si está 
o no el vértice C fuera del círculo unitario con el centro en el origen 
de coordenadas, en la circunferencia que lo limita (desde Juego, sin 
los puntos A y B) o dentro de este círculo, respectivamente. 
Si el vértice C está situado en la circunferencia indicada, el 
ngulo ACB 90, como ángulo inscrito que se apoya en el diá- 
metro. Por eso la investigación de las condiciones para las cuales 


KN 


El ángulo C es agudo / 
ES 


El únyuto 
C es recto 


Fig. 50 Fig. 51 


se obtienen distintas respuestas consiste en aclarar si es agudo, 
recto u obtuso el ángulo C en el triángulo ABC (fig. 51). 
Por último, nótese que 
2 (a? + b? — 1) = [(a — 1) bl + la + 1)? + bd — 4 
(para cerciorarse de esto es necesario suprimir los paróntesis en el 
segundo miembro de la última igualdad y reducir los términos seme 
jantes). Pero 
(a — 1)? 4 b? = | BC |°; (a +1) +b =] ACI; 
4=|ABI, 
por eso el radio do la circunferencia (12) es igual a 
V TBC +1AC -TAB fè. 

Ahora bien, si el ángulo del vértice C es agudo, el conjunto bus: 
cado representa la circunferencia de radio VW] BC [241 AC [9] AB} 
que tiene por centro el vértice D del paralelogramo ACBD; 

si el ángulo del vértice C es recto, el conjunto buscado es el 
vértice D del paralelogramo ACBD; 

si el ángulo del vértice C es obtuso, el conjunto buscado es vacío 

Observación. De paso queda determinado que si a, b, c son las 
longitudes de los lados del triángulo, entonces: 
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la condición a? + b? =c* significa que el ángulo opuesto al 
lado e es agudo; 

la condición a” + b? = c* significa que el ángulo opuesto al lado e 
os recto; 

la condición a? + b? < c significa que el ángulo opuesto al 
lado c us obtuso. O 

Los últimos problemas son los casos particulares del siguiente 
teorema general que puede ser demostrado también con ayuda del 
método de coordenadas. 

Teorema de los cuadrados de las distancias. Si sedan los puntos 
Asa ., An en un plano y los números M, hay «<-> Ans Ms 
entonces el conjunto de los puntos M para los cuales se cumple la con- 
dición 


m MA, +2] MA +... Hn | MA, | 


= Ha 


es la circunferencia, o la recta, o un solo punto, o todo el plano, o bien 
el conjunto vacio. *) 


Consideremos cómo co, ayuda del método de coordenadas se 
puede re: le problema presentado en los exámenes 
de ing ersidad de Moscú, facultad de química). 


O Ejemplo 19. En el triángulo ABC se conoce que el ángulo 
ACB 60% y el radio de la circunferencia circunscrita es igual a 
2V3. En el lado AB so toma un punto D de modo que ! AD | 

21DB| y además, | CD | = 2 VŽ. Hálleso ol área Sanc 

Resolución. Sea O el anim de la circunferencia circunscrita. 
Introduzcamos el sistema de coordenadas que tiene por origen el 
punto Æ (punto medio del segmento AB) y orientemos los ejes de 
coordenadas según se muestra en la fig. 52. Calculemos las longi- 
tudes de los segmentos siguientes: 


AB |=RYV 3 


[DE =+1AB1=4; 10£1=-=V 3, 


En el sistema de coordenadas elegido el punto C tiene las coordenadas 
(zx, y) y las coordenadas de los puntos O y D son iguales a (0; Y 3) 
y (1; 0), respectivamente. 

Para calcular el área del triángulo ABC es necesario hallar su 
altura, o sea, la ordenada del punto C. Puesto que el punto C pi 
tenece a la circunferencia circunscrita, sus coordenadas satisfa 
la ecuación 


a24 (y—V 3P=(2 Y 3) 


2) Véase el $ 2 del libro: N. B. Vasiliev, V. L. Gutenmajer. Rectas y curvas. 
M., 1978, en ruso 


7 Capitulo 2. Geometría analítica plana 


Para encontrar la ordenada del punto C planteemos el sistema de 
ecuaciones: 
{ a+ (y—V 3=12, 
(2—1) + p?=8. 


Resolviendo este sistema obtenemos y — WM (el valor y - — VĒ 
que también satisface el sistema no conviene, ya que en este caso 


ACB 120%, lo que no corresponde a los datos del problema). 


Fig. 52 Fig. 53 


Así pues, la altura del triángulo ABC es igual a Y/ 2, por lo tanto. 


Sanc=6 V 2/2=3 V 2. 


Demos ahora, para comparar, la resolución geométrica de este 
problema (fig. 53). Al igual que en la primera resolución, primero 
encontramos que |AB| = 6; entonces |AD|=4, | BD| =2 
(E es el punto medio de la cuerda AB). Según cl teorema de las cuer- 
das que se intersecan dentro del círculo 


14D | | DB | =| DC | | KD }, 


de donde 
=LADI IDBI o VZC. 
|KD|= TCT =2 V 2=|CD|, 

o sea, D es el punto medio de la cuerda KC. De aquí obtenemos inme- 
diatamente que 

I0DI 1 [KC] »). (13) 

Ps AS 

Sea CM la altura del triángulo ABC, entonces CDM = EOD (de (13) 
y del hecho de que [OE] | [AB] resulta que los ángulos en cuestiór 
tienen lados perpendiculares, respectivamente). Pero es fácil hallar 


2) La designación [OD] simboliza el segmento de la recta con los extremos 
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el ángulo EOD: 


LOs. 
EOB--60% 


IED] i _ 10E 
VBDT 2 VOB] * 
por eso OD es la bisectriz del ángulo ZOB, por lo tanto, 


POS 1N 

ÉoD—=30°=ĆDM, 
de donde se deduce que | CW | — (1/2) | CD | = VĒ y el problema 
queda resuelto. O 


tran que la aplicación del método de 
il para resolver los problemas geométri- 


Los ejemplos citados mu 
coordenadas resulta n 
cos. 

Sus ventajas son evidentes sobre todo en los casos cuando la 
resolución del problema por métodos puramente geométricos resulta 
complicada a necesita aplicar teoremas poca conocidos; el método 
de coordenadas permite obtener la solución del problema en la forma 
general, mientras que la resolución geométrica requiere considerar 
casos particulares por separado (así, en cl ejemplo 19 resulta muy 
difícil la solución puramente geométrica para otros datos numéricos). 


PREGUNTAS PAKA EL AUTOCONTROL 


¿Qué es tangente del ángulo de inclinación de una recta a) cjo Ox? 
Dedúzcase la ecuación de la recta con coeficiente angular. 
Dedúzcase la ecuación de la recta que pasa por dos puntos d: 
¿Qué es lu ecuación «sogmentarins de la recta? 

5. Enáncioso las condiciones de paralelismo y de perpendionlaridad de dos 


Is. 


¿Cómo se determina la distancia de un punto a lu recta? 
Demuéstreso que la ecuación de Ja recta siempre se expresa por la seua 
ción de primer grado e, inversamente, toda ecuación de primer grado es la ecua- 
ción de la recta. 

8. ¿En qué consiste el signifi étrico de los parámetros k y b en la 
ecuación de T recta con coefi 
Investíguese la e 
para B = ÙÜ y para C 

10. ¿Cómo se expresan las ecuaciones de las rectas paralelas a los ejes Or 
y Oy, así como las ecuaciones de los mismos ejes de coordenadas? 

¿Cómo reducir la ecuación de la recta con coeficiente angul; 

ecuación general de la recta? 

12. ¿Cómo se puede hallar el punto de intersección de dos roc 


C O para 


§ 4. Líneas de segundo orden 

Consideremos tres tipos de lineas: la elipse, la hipérbola y la par: 
bola, cuyas ecuaciones en el sistema rectangular de coordenadas son 
las ecuaciones de segundo grado. Estas lineas se laman lineas de 
segundo orden. 
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1. La elipse. 
Definición. Se llama elipse al conjunto de todos los puntos de un 
plano para los cuales la suma de las distancias a dos puntos dados, la- 
mados focos, es un valor constante, mayor que la distancia entre los focos. 
Para deducir la ecuación de la elipse introduzcamos en el plano 
el sistema rectangular de coordenadas, de modo que los focos de la 
elipse estén sobre el eje de abscisas y el origen de coordenadas divida 
en dos partes iguales la distancia entre los focos. Deduzcamos la 
ecuación de la elipse en el sistema de coordenadas elegido. 
Designemos los focos de la elipse por F, y Fẹ (fig. 54). Sea M 
un punto arbitrario de la elipse. Designemos por 2c la distancia 
| FF, | entre los focos y por 2a la 
suma de las distancias que median 
del punto M a los focos. Puesto 
m que, por definición, 
| FM | +| FM | >| FF; | 


2a > 2 o bien a >c. 
Designemos, luego, por r, y ra la 
distancia que medía del punto M 
a los focos (r, =|F,M|, r, = 
Fig. 54 = | F¿M |). Los números m y ry 
se denominan radios focales del pun- 
to M. De la definición se desprende que el punto M (z; y) se 
encuentra sobre la elipse dada si, y sólo si, 


n+ a) 


Para obtener la ecuación buscada de la elipse es necesario reemplazar 
en la igualdad (1) las variables 7, y r, por sus expresiones con ayuda 
de las coordenadas z e y. Puesto que F, y F, están situados en el eje 
Oz simétricamente respecto al origen de coordenadas, ellos tienen las 
coordenadas (—c; 0) y (c; 0), respectivamente; tomando esto en con- 
sideración y aplicando la fórmula (4) del $ 1, encontramos 


n=V WAR, n=V GFF. 2) 
Sustituyendo estas expresiones en la igualdad (1), resulta 

VE FER V GFF =a. (3) 

La ecuación (3) es precisamente la ecuación de la elipse buscada. Sin 

embargo, para el uso práctico esta forma es incómoda, por eso la 

ecuación de la elipse suele reducirse a una forma más simple. Para 

esto trasladomos la segunda raíz de la ecuación (3) al segundo miem- 

bro de la ecuación y luego elevemos al cuadrado ambos miembros 
de lə igualdad. Obtenemos 


(24094 yi=4a?—4a Y (¡EP (ao? + y? 


RCE) RC:0) x 
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o bien 
a V GF EF P=4—z. (4) 
Otra vez elevemos al cuadrado ambos miembros de la igualdad: 


— latex + ade + a'y? = at — 2a%cx + èr’. 


a 
De aquí 
e) E (è è) 6) 


Introduzcamos en el examen una nueva magnitud 
b=V ae (6) 


cuyo significado se aclarará a continuación. Puesto que, según los 
datos, a >c, entonces a? — c? >0 y, por consiguiente, b es un 
uúmero positivo. De la igualdad (6) resulta 


bae, 


por eso la ecuación (5) se puede escribir en la forma 
Da + aty? = ab, 


Dividiendo ambos miembros por a*b*, obtenemos finalmente 


a 
Ft o 
Puesto que la ecuación (7) fue obtenida de la ecuación (3), las coor- 
denadas de todo punto de la elipse que satisfacen la ecuación (3) 
satisfarán también la ecuación (7). No obstante, durante la simpli- 
ficación de la ecuación (3) ambos miembros suyos han sido elevados 
dos veces al cuadrado y pudieron aparecer raíces «superfluas» y la 
ecuación (7) pudo resultar no equivalente a la (3). Vamos a cerciorar- 
nos de que si las coordenadas del punto satisfacen la ecuación (7), 
ellas satisfacen también la (3), o sea, las ecuaciones (3) y (7) son equi- 
valentes. Para esto, evidentemente, basta mostrar que las magni- 
tudes r, y r, para todo punto cuyas coordenadas satisfacen la ecua- 
ción (7), satisfacen la relación (1). Efectivamente, supongamos que 
las coordenadas z e y de cierto punto satisfacen la ecuación (7). 
Entonces, sustituyendo en la expresión (2) para r, el valor y? = 


- b? (1—Z2) , obtenido de (7), después de transformaciones poco 


complicadas hallaremos r, = V (a+ 2)”. Puesto que | z| <a 
lesto se deduce de (7)] y É< 1, entonces a + H2 >Ü y por eso 


qe 
n=at ir 
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Ls 
De un modo análogo encontramos que r, = a — £z. Sumando 


término a término estas igualdades, obtenemos la relación (1), que 
's lo que se quería demostrar. Así pues, todo punto cuyas coordenadas 
satisfacen la ecuación (7) pertenece a la elipse y, viceversa, (7) 
la ecuación de la elipse. La ecuación (7) se llama ecuación canóni 

(o elemental) de la clipso. De esta m 
a, la elipse es una línea de se- 
gundo orden. 

Vamos a investigar ahora la forma 
de la elipse según su ecuación canónica 
(1). Nótese que la ecuación (7) contie- 

minos sólo con potencias pares 
coordenadas 7 e y, por eso la 
se es simétrica respecto a los ejes Or 


. En virtud de lo dicho la 
forma de toda la elipse será conocida si 

se determina la forma de aquella parte suya que está en el cuadran- 

to I. Para esto resolvamos la ecuación (7) respecto a y: y 


DAT 2, A 
+ g V a — y teniendo en cuenta que en el primer cuadrante 


y > 0, consideremos la ecuación 


lvaz. (5) 


De la igualdad (8) se desprenden las afirmaciones siguientes 

1) si z = 0, entonces y = b. Por lo tanto, el punto (0; b) est: 
sobre la elipse. Designémoslo con B 

2) al crecer z de O a a, y uye; 

3) si z = a, entonces y — 0. Por consiguiente, el punto (a; 0) 
está sobre la elipse. Designémoslo con A; 

4) para z >a obtenemos los valores imaginarios de y. Por lo 
tanto, no existen los puntos de la elipse en los cuales z > a. 

Así pues, la parte de la elipse situada en el cuadrante 1 es el 
arco BA). 

Roflejando este arco simétricamente respecto a ambos ejes de 
coordenadas obtenemos toda la elipse (fig. 55). 

Observación. Si a = b, la ecuación (7) toma la forma z? + y? — 
= a. Esta es la ecuación de la circunferencia de radio a. De esta 
forma, la circunferencia es un caso particular de la elipse. Notemos 
que la elipse puede ser obtenida de la circunferencia de radio a si 


) En el cap. V será introducido el concepto de sentido de la convexidad del 
ico de la función y = f (z) y demostrado que el arco BA está orientado con 
convexidad hacia arriba. 
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ésta se contrae veces a lo largo del eje Oy. Con tal contracción el 
punto (z; y) pasará al punto (z; ys), donde y, = y2.Sustituyendo 


y = y [en la ecuación de la circunferencia, obtenemos la ecuación 


de la elipse: 


2 CC 
TA 4 


Los ejes de simetría de la elipse se llaman ejes de la misma y el 
centro de simetría (el punto de intersección de los ejes), centro de la 
elipse. Los puntos en los cuales la elipse corta los ejes se denominan 
vértices de la misma. Puesto que en virtud de la igualdad (6) a > b, 
entonces 2a es la longitud del eje mayor de simetría de la elipse y 2b, 
la longitud del eje menor. Por consiguiente, los números a y È son 
las longitudes de los semiejes mayor y menor de la elipse, respectiva- 
mente. 

Introduzcamos una magnitud más que caracteriza la forma de la 
elipse. 


Definición. Se llama excentricidad de la elipse la razón £ , donde 


c es la mitad de la distancia entre los focos y a, el semieje mayor de la 
elipse. 

La excentricidad suele designarse con letra e: e ¿É. Puesto 
que e < a, entonces O < e < 1, o sea, la excentricidad de la elipse 


os menor que la unidad. Tomando en consideración que e? = a? — b?, 
encontraremos 


de donde 


De la última igualdad se puede obtener fácilmente la interpretación 
geométrica de la elipse. Para una e muy pequeña, los números a y b 
son casi iguales. o sea, la elipse se asemeja a la circunferencia. En 
cambio, si e es próxima a la unidad, el número b es pequeño en com- 
paración con el número a y la elipse está muy alargada a lo largo 
del eje mayor. Así que, la excentricidad de la elipse caracteriza la 
medida de alargamiento de la elipse. 

Como es sabido, los planetas y ciertos cometas se mueven por 
órbitas elípticas. Resulta que las excentricidades de las órbitas pla- 
netarias son muy pequeñas y de las de cometas son grandes, o sea 
son próximas a la unidad. Así pues, los planetas se mueven casi por 
la circunferencia, mientras que los cometas ora se acercan al Sol 
(el Sol se encuentra en uno de los focos). ora se alejan de éste. 
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O Ejemplo 1. Escribir la ecuación canónica de la elipse que 


pasa por los puntos M, (2; 3) y Ma (1; 3 Y 
Resolución. Supongamos que la ecuación buscada de la elipse 


a w E 
+= 1. A esta ecuación se satisface por las coordenadas de los 


puntos dados. Sustituyendo en vez de z e y primero las coordenadas 
del punto M, y luego las coordenadas del punto Ms, obtenemos el 
sistema de ecuaciones: 


Designando 7 += 


ám +9: = 
45 
{ miir t 


con el que hallamos, al resolverlo, m 1716, n == 1/12, de donde 
a? = 16, b? = 12, Por lo tanto, la ecuación de Ja elipse tiene la forma 


a. 

E ka e. 
Ejercicio. Muestre que la ecuación 3224 16y2=192 define una 
elipse. Hállense sus semiejes, focos y excentricidad. (Resp. 
ES i P2 VTS; 0). PA2V 13; 0); 


2. La hipérbola. 

Definición. Se llama hipérbola al conjunto de todos los puntos del 
plano para los cuales el módulo de la diferencia de las distancias a dos 
puntos dados, llamados focos, es un valor constante, menor que la dis- 
tancia entre los focos. 

Para deducir la ecuación de la hipérbola introduzcamos en el 
plano el sistema rectangular de coordenadas de modo que los focos 
estén sobro el eje de abscisas y el origen de coordenadas divida en 
dos partes iguales la distancia entre los focos. Deduzcamos la ecua- 
ción de la hipérbola en el sistema elegido de coordenadas. 

Designemos con F, y F, (fig. 56) los focos de la hipérbola. Sea 
M un punto arbitrario de la misma. Designemos con 2c la distancia 
| F,F, | entre los focos y con 2a el módulo de la diferencia de las 
distancias del punto M a los focos. Puesto que, por definición, 
N FM | — | FM || < | F,F, |, entonces 2a < 2c o bien a < c- 
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Los números | F,M | y | FąM | se laman radios focales del punto M 
y se designan por r, y ra. De la definición se deduce que el punto 
M (as y) está sobre la hipérbola 
dada si, y sólo si, | 1, — ra | = 2a. 
De aquí 

Ti — Ta = +2a. (9) 


Por analogía con la elipse, para 
obtener la ecuación buscada de la 
hipérbola es necesario en la igual- 
dad (9) reemplazar las variables r, 
y ra por sus expresiones con ayuda Fig. 56 
de las coordenadas z e y. Puesto 
que los focos F, y F, se encuentran sobre el eje Oz simótricamente 
respecto al origen de coordenadas, ellos tienen las coordenadas 
(—ci 0) y (e: 0). Según la fórmula (4) del $1 resulta 


RCC: 0) ECO) x 


MN A (10) 
Sustituyendo estas expresiones en la igualdad (9), se tiene 
VETE -V =P Eg + a, aay 


La ecuación (11) es la ecuación de la hipérbola buscada. Simplifique- 
mos esta ecuación al igual que la ecuación (3) para la elipse. Trasla- 
demos la segunda raíz al segundo miembro de la ecuación y luego 
elevemos al cuadrado ambos miembros. Resulta 


pots at ha V EA (2e)? y 


o bien 


(12) 


Elevemos una vez más al cuadrado ambos miembros de la ecuación: 


cèrt — atera a Rex aè ba 


De aquí 
(c — a?) z? — ay = a? (è — a°). (13) 


Vamos a considerar una nueva magnitud: 
b=y Za? (14) 
cuyo significado geométrico se aclarará posteriormente. Puesto que 
c >a, entonces c? — a? >À y b es un número positivo. De la igual- 


dad (14) tenemos 
e 
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La ecuación (13) toma la forma 


o bien 


Ad (45) 


Invostiguemos la pérbola según la ecuación (15). 
Puesto que la ecuación (15) contiene sólo los términos con poten- 

cias pares de las coordenadas corrientes z e y, por analogía con la 
elipse basta examinar únicamente la parte de la hipérbola que se 
encuentra en el cuadrante I. Despojemos en la ecuación (15) y, supo- 
niendo y > 0. Obtenemos 

+ 

Va 


Do la igualdad (16) se desprenden las afirmaciones siguientes: 

1) si O< z< a, entonces y tiene valores imaginarios, o sea, 
los puntos de la hipórbola con las abscisas 0 < z < a no existen; 

2) si z = a, entonces y = 0, o sea, el punto (a; 0) pertenece a la 
hipérbola. Dosignémoslo con A; 

3) si z > a, entonces y >O. Al crecer z crece también y e y» 
-+ -+00 para z—> +00, El punto variable M (z; y) se traslada en la 
hipérbola, con el crecimiento de z, «a la derecha» y «hacia arriba», 
con la particularidad de que su posición inicial es el punto A (a; 0) 
(tig. 57). Aquí es necesario precisar cómo el punto M «se va al infi- 
nito». Para esto, adomás de la ecuación (16), consideremos la ecuación 


y=lz, (17) 


(16) 


que, como ya se sabe, define la recta con el coeficiente angular 
k= 2 la cual pasa por el origen de coordenadas. La parte de esta 


recta, situada en el cuadrante I, se muestra en la fig. 57. Para cons- 
truirla se puede utilizar el triángulo rectángulo OAB con los catetos 
OA | =a y |AB| =b. 

Mostremos que el punto M, moviéndose por la hipérbola al infi- 
nito, se aproxima indefinidamente a la recta (17) que es asíntota de 
la hipérbola*). 


1) En el cap. V, $ 15 se da la defini 
función y = f (z) y se muestra que la recta y = Ĉz es la asíntota de la hipérbola, 


gie el subp. 4 se considera la cuestión sobre el sentido de la convexidad de la 
ipérbola, 


n de la asíntota de una gráfica de la 
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Tomemos un valor arbitrario de z(=>a) y consideremos dos 
b 


puntos M (z, y) y N (z, Y), donde y = ÈV FZE e Y = 


El punto M está situado en la hipérbola y el punto V, sobre la recta 
(17). Puesto que ambos puntos tienen la misma abscisa z, la recta 


ra 


x x 
Fig. 57 Fig. 58 


que une los puntos M y N es perpendicular al eje Or (fig. 58). Halls- 
mos la longitud del segmento MN. 
Ante todo obsérvese que para £ > a 


byan 5 
vota tyz>ivia =y. 


isa el punto de la hipérbola 


Esto quiere decir que para la misma 
» la asintota, Por lo tanto, 


está debajo del punto correspondiente 


EVRE t (2V a) 
EVITA VA al 
a VA Via 


Do la expresión obtenida se deduce que para z — +o la fracción 
tiende a cero ya que el denominador crece mientras que el nume- 
rador os una magnitud constante ab. Por consiguiente, | MN | 

Y — y tiende a cero para 2-=- |-00. 

Desiguemos con ? el pie de la perpendicular trazada del punto M 
a la recta (17); MP es la distancia que medía del punto W a esta 
recta. Es evidente que | WP | <| MN | y ya que | MN]->0, 
entonces con mayor razón | MP |->0 cuando z— 100, o sea, el 
punto M se aproxima indefinidamente a la recta (17). Y precisa- 
mente esto es lo que queríamos mostrar. Un razonamiento análogo 
se puede llevar a cabo para todo cuadrante. 

Asi pues, la rama de la hipérbola en cuestión, situada en el cua- 
drante I, pasa por el punto A (a; 0) y está dirigida «a la derecha» y 


«hacia arriba», acercándose asintóticamento a la recta y = z 
(véase la fig. 57). 
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Ahora es fá 


hola cou ayuda 
). La hipér- 
compone de dos ramas (derecha e izquierda) y tieno dos asín- 


il determinar la forma de toda la hipi 


de la simetría respecto a los ejes de coordenadas (fig. 
bola 


b å 
iy ay Ëa la primera de las cuales ya está co 


derada y la segunda es su reflejo co respecto al eje Or (o res- 
pecto al eje Oy). 
Los ejes de simetri; aman ejes de la hipérbola y el centro de 


la simetría (el punto de intersección de los ejes), centro de la hipérbola. 


Fig. 


Uno de los ejes se interseca con la hipérbola en dos puntos que se 
llaman vértices de la misma (en la 9 se designan con letras A’ 
y A). Este eje se denomina eje real de la hipérbola. El otro eje no 
tiene puntos comunes con la lipérbola y se denomina eje imaginario 
de la hipérbola. El rectángulo 28CC con los lados 2a y 2b (fig. 59) 
se dico rectángulo básico de la hipérbola. Los magnitudes a y b se 
llaman semiejes real e imaginario de la hipérbola, respectivamente. 
Permutando las letras z e y, a y b, la ecuación 


uede reducirse a la ecuación (15). De aquí está claro que ella define 
a hipérbola situada así como se muestra en la fig. 59 con líneas de 
trazos; sus vértices se encuentran sobre el eje Oy. Esta hipérbola se 
llama conjugada respecto a la hipérbola (15). Ambas hipérbolas 
tienen las mismas asíntotas. 
La hipérbola con semiejes iguales (a = b) se denomina equilátera 
y su ecuación canónica tiene la forma 
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Puesto que el rectángulo básico de una hipérbola equilátera es 
un cuadrado, las asíntotas de la misma son recíprocamente perpen- 
diculares. 


Definición. Se llama excentricidad de la hipérbola a la razón £ 


donde e es la mitad de la distancia entre los focos y a, el semieje real de 
la hipérbola. 

La excentricidad de la hipérbola (al igual que la de la elipse) 
se designa con letra e. Puesto que c >a, entonces e > 1, o sea, la 
excentricidad de la hipérl mayor que la unidad. Tomando en 
consideración que ea resulta 


bè, 


de donde 


b 


De la última igualdad es fácil obtener la interpretación geomé- 


trica de la excentri 
tricidad, es d 


jad de la hip 
. Cuanto má 


menor será la razón 2 y esto quiere decir que el rectángulo básico 
quedará más alargado en la dirección del eje real. De esta manera, 
la excentricidad de la hipérbola caracteriza la forma de su rectángulo 
básico y, por lo tanto, también la forma de la misma hipérbola. 

Para la hipérbola equilátera (a — b) resulta e Y 
O Ejemplo 2. Se da la ecuación de la hipérbola 3z? — 12. 
Hállese sus semiejes real e imaginario; escríbase la ecuación de las 
asíntotas de la hipérbola. 


Resolución. Reduzcamos la ecuación de la hipérbola a la forma 
canónica 


3 Ayt p 
HA 1 o bien 


de donde encontramos que el semieje real a=2 y el semieje ima- 
ginario b=} 3. Puesto que las asíntotas de la hipérbola tienen 
las ecuaciones y==+2 z, los focos tienen las coordenadas (—c; 0) 


y lez 0); la excentricidad e4 y c=V a} b=} 7, entonces 
para la hipérbola dada obtenemos las coordenadas de los focos 
(—V 7; 0) y (1%; 0), la excentricidad Y y la ecuación de 
y 


las asíntotas y= + 
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Ejercicio. Escríbase la ecuación de la hipérbola si se conoce que 
la distancia entre sus vértices es igual a 16 y sus focos se encuen- 
tran en los puntos (—10; 0) y (10: 0). (Resp. E -5 1.) 

En el subpárrafo siguiente consideraremos una propiedad impor- 
tante de la elipse y la hipérbola. 

3. Directrices de la elipse y la hipérbola. 

Definición 1. Dos rectas perpendiculares al eje mayor de la elipse, 


j ioii a p 
situadas simétricamente respecto al centro y que distan & de éste, se 


llaman directrices de la elipse (aquí 
aes el semieje mayor y e, la excen- 
tricidad de la elipse). 

La ecuación de las directrices de 
una elipse definida por la ecuación 
(mt la forma 


z=—% y rm 


Puesto que para la elipse e < t, 
tonces E >a. De aquí, se despren- 
Fig. 60 de que Ja directriz derecha está 
ituada a la derecha del vértico 
derecho de la elipse y la izquierda, a la izquierda de su vértice 
izquierdo (fig. 60). 

Definición 2. Dos rectas perpendiculares al eje real de la hipérbola 
y situadas simétricamente respecto a su centro, a la distancia - de 


éste, se llaman directrices de la hipérbola (aquí a es el semieje real y e, 
la excentricidad de la hipérbola). 

La ecuación de las directrices de la hipérbola definida por la 
ecuación canónica (15) tiene la form 


Puesto que para la hipérbola e >1, entonces 
se deduce que la directriz derecha está situada entre el centro y el 
vértice derecho de la hipérbola, y la izquierda, entre el centro y el 
vértice izquierdo (fig. 61). 

Con ayuda de los conceptos de directriz y excentricidad se puede 
enunciar la propiedad común inherente a la elipse y la hipérbola. 
Tienen lugar los dos teoremas siguientes. 

Teorema 2.8. Si r es la distancia de un punto arbitrario M de la 
elipse a cualquier foco y d es la distancia del mismo punto a la directriz 


L <a. De donde 
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correspondiente a este foco, la razón 3 es una magnitud constante, igual 


a la excentricidad de la elipse. 

Demostración. Supongamos, para precisar, que se trata del 
foco derecho F, y de la directriz derecha. Sea M (2; y) un punto 
arbitrario de la elipse (véase la fig. 60). La distancia entre el 


(18) 


fácilmente de la figura. De las igualdades (2) 


la cual se determi 
y (4) resulta 


r=ry=|" (1—c?4 y? =a—-$ T. 
Suponiendo c/a -- £, obtenemos la fórmula de la distancia que media 
del punto M al foco derecho; 
r=a—ez. a9) 
De las relaciones (18) y (19) resulta 


(a—ez) e 
azer 


e E 


E 


Teorema 2.9. Si r es la distancia de un punto arbitrario M de la 
hipérbola a cualquier foco y d es la distancia que medía del mismo 


punto a la directriz correspondiente a este foco, la razón i es una mag- 


nitud constante, igual a la excentricidad de la hipérbola. 

O Demostración. Supongamos, para precisar, que se trata del 
foco derecho F, y de la directriz derecha. Sea M (z, y) un punto 
arbitrario de la hipérbola (fig. 61). Consideremos dos casos. 

4) El punto M se encuentra sobre la rama derecha de la hipér- 
bola. Entonces la distancia entre el punto M y la directriz derecha 
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se define por la igualdad 
a 
da (20) 


la cual se determina fácilmente de la figura. De las igualdades (10) 
y (12) resulta 


¡FER 


A 
Laa. 
Suponiendo ca — e, obtenemos la fórmula de la distancia desde el 
punto M al foco derecho: 
E=H 4, (214) 
De las relaciones (20) y (21) resulta 


ro ea tez—a) 
Pza 


e 


2) EI punto A so encuen 
bola, Entonces la distanci 
define por la igualdad 


sobre la rama izquierda de la hipér- 
a entre el punto M directriz derecha so 


d=—z4 $. (22) 
De las igualdades (10) y (12) resulta 
ron V +F p= (Pra). 


Suponiendo c/a -= e, obtenemos la fórmula de la distancia desde el 


punto M al foco derecho: 


r= —(er — a). (23) 
De Jas relaciones (22) y (23) resulta 


(—ez4a) e 
Cojo =t NM 


sl 


La propiedad determinada de la elipse y la hipérbola se puede 
poner como base de la definición común de estas líneas: el conjunto 
de los puntos para los cuales la razón de sus distancias al foco y a la 
directriz correspondiente es una magnitud constante, igual a e, es una 
elipse, si e < 1 y una hipérbola, si e >1. 

Surge la pregunta: ¿qué es el conjunto de los puntos definido de 
un modo análogo a condición de que e = 1? Resulta que es una nueva 
línea de segundo orden llamada parábola. 

4. La parábola. 

Definición. Se llama parábola al conjunto de todos los puntos del 
plano cada uno de los cuales equidista de un punto dado, llamado foco, 
y de una recta dada que se llama directriz y no pasa por el foco. 
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Para deducir la ecuación de la parábola introduzcamos en el 
plano el sistema rectangular de coordenadas de un modo tal, que el 
eje de abscisas pase por el foco perpendicularmente a la directriz y 
consideremos como positivo el sentido de 
la directriz al foco; situemos el origen de 
coordenadas en el punto medio entre el 
foco y la directriz. Deduzcamos la ccua- g 
ón dle Ia parábola en el sistema de coor- 
denadas elegido. 
a M (x; y) el punto arbitrario de la 
parábola. Designemos por r la distancia 
entre el punto W y el foco F (r = | FM |). 
por d la distancia entre el punto M y la 
directriz y por p la distancia entre el foco 
yla directriz (fig. 62). La magnitud p se Fig. 62 
denom parámetro de la parábola su 
ignificado geométrico se aclarará posteriormente. El punto M 
ostará sobre la parábola dada si, y solo 
rod. (24) 
Para obtener la ecuación buscada es necesario en la igualdad (24) 
reemplazar las variables r y d por sus expresiones con ayuda de las 


coordenadas z e y. El foco F tiene las coordenadas (p/2: 0); por eso 
según la fórmula (4) del $ 1 resulta 


O| F(p/2:0) 


V Eee. (25) 


Designemos por Q el pie de la perpendicular trazada del punto M 
a la directriz. Es obvio que el punto Q tiene las coordenadas (—p/2; y). 
Do aquí, y de la fórmula (4) del $ 1 obtenemos 


a MOI Y (z+ E) ora. (20) 
Reemplazando en la 

y (26), encontramos 
V (== ars. (27) 
Esta es precisamente la ecuación buscad. arábola. Reduz- 
camos la ecuación de la parábola a una for: cómoda; para esto 


elevaremos ambos miembros de la igualdad (27) al cuadrado. Obte- 
nemos 


x 


gualdad (24) r y d por sus expresiones (25) 


[d 


np += pat E 
o bien 
y? = 2pr. (28) 
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Cerciorémonos de que, elevados al cuadrado ambos miembros de la 
ecuación (27), la ecuación (28) no ha adquirido raíces «superfluas». 
Para esto basta mostrar que para todo punto cuyas coordenadas z e y 
satisfacen la ecuación (28) se cumple la relación (24). En efecto, de 
la ecnación (28) se desprende que z = 0, por eso para los puntos con 
Sustituyendo el valor de y? de 


abse a 
(28) en la expresión (25) para r y teniendo en cuenta que £ >0, 
2 
7 


las magnitudes r y d son iguales 


y esto es lo que se quería mostrar. Así que, la ecuación (28) s 
Tace por las coordenadas de Jos puntos de la parábola dada, 
por ellas, o sea, la ecuación (28) es ecuación de la parábola dada. 

La ecuación (28) se llama ecuación canónica de la parábola, que 
es una ecuación de segundo grado. Así pues, la parábola es una línea 
de segundo orden. 

Iuvestiguemos ahora la forn 
Qs). 

Puesto que la ecuación (28) contiene y sólo en forma de potencia 
par, la parábola es simétrica al eje Ox. Por consiguiente, basta con- 
siderar sólo la parte de la parábola que está en el semiplano superior. 
Para esta parte y => U, por eso, despejando la y en la ecuación (28), 
obtenemos 


obtenem 


$ que 7 


de la parábola según su vcuación 


2pz. (29) 


De la ecuación (29) se deducen las afirmaciones siguientes: 

1) si z< 0, la ecuación (29) da los valores imaginarios de y. 

Por lo tanto, a la izquierda del eje Oy no hay ningún punto de la 
parábola: 
2) six = 0, entonces y => 0. Por lo tanto, el origen de coordenadas 
á situado en la parábola y es el punto «más izquierdo» de la misma; 
3) al crecer z crece también y, con la particularidad de que si 
4 +00, entonces también y +00. 

De esta manera, el punto variable M7 (z; y) que se desplaza por 
la parábola parte del origen de coordenadas al crecer x y se mueve 
«a la derecha» y chacia arriba»; en esto caso para z — 3-00 el punto M 
se aleja infinitamente tanto del eje Oy como del cje Oz, 

Reflejando simétricamente la parte considerada de la parábola 
respecto al eje Oz, obtenemos toda la parábola (fig. 63) definida por 
la ecuación (28). 

El punto O se llama vértice de la parábola y cl cje de simetría 
(eje Ox), eje de la parábola. El número p, o sea, cl parámetro de la 
parábola expresa, como es sabido, la distancia que media del foco 
a la directriz. Aclaremos cómo el parámetro de la parábola influye 
en su forma. Para esto tomemos cualquier valor determinado de la 
abscisa, por ejemplo z =- 1, y de la ecuación (28) hallemos los valores 
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y ==V 2p. Obtenemos sobre la 
parábola dos puntos 32, (1; +4 2p) y Ma (1: —M Zp), sindtsióos 
respecto al eje de la misma; la distancia entre ellos es igunl a 2 Y Zp. 
De aquí sacamos la conclusión de que esta distancia es tanto mayor 
cuanto mayor es p. Porlo tanto, el pará- y 

metro p caracteriza «la anchura» del domi- gi 
nio limitado por la parábola. Precisamente | 
en esto consiste el significado geométrico | 
def parámetro p. g 

La parábola cuya ecua —2pr, °| ai 
p >0, está situada a la izquierda del eje | 
de ordenadas (fig. 64, a). El vértice de esta 
parábola coincide con el origen de coordo- Pig. 63 
nadas, el eje Oz es el eje de simetría. 

Por analogía con lo dicho anteriormen 
la ecuación zê = 2py, p >0, es la ecuaci 
vértice coincide con el origen de coordenada: 
vje Oy es el eje de simetría (fig. 64, b). 


correspondientes de la ordenada: 


, se puede afirmar que 
n de la parábola 

pero en este caso el 
arábola está situada 


Fig. 64 


La ecuación 1% 2py, p >0, 
a más abajo del cje Ox y tiene por 
fig. 64, c). La ecuación de la pa 
¡enc la forma 


por encima del eje de abscisa 
define la parábola que está situ 
vértice el origen de coord 
bola representada en la fig. 


z? = 2p ly — a), p>0, a< 


y la ecuación de la parábola representada en la fig. 66 tiene la forma 
siguiente: 


Y = 2p (z — b), p>0, b >U. 


O Ejemplo 3, Se da la ecuación de la parábola y* 
base la ecuación de su directriz y hállense las coordenad 
Resolución. Comparando la ecuación dada con la ecuación canó- 
nica de la parábola (29). sacamos la conclusión de que 2p—6, de 


jx. ri- 
de su foco. 
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donde p=3. Puesto que el foco de la parábola tiene las coorde- 


nadas 30) y la directriz tiene la ecuación 2=—-L. para la 
> P 


0) i 


i 3 m 
parábola dada obtenemos las coordenadas (5; la ecuación 


de la directriz es r= — 
Eje 
tico el origen de coordenada 
conoce que el eje Ox es eje d 
sección de las rec 
bola. (Resp. ı 
En conel 


io. Escriba la ecu; 


ón de la parábola que tiene por vér- 
n de la directri 
y que el punto de inter- 


encuentra en la pará- 


a la 
que re 


acionan sus coorde: 


y 


Fig. 65 


Ejemplo 4. Se dan los puntos A (—1; 0) y 2 (2; 0). Un punto 
M (a; y) se mueve de un modo tal que en el triángulo AMB ol 
ángulo ABM queda dos veces mayor que el ángulo MAB. Determinar 
la trayectoria del punto M (fig. 67). 

Resolución. Expresemos tg 4 y tg A mediante las coordenadas 
de los puntos A, B y M 


tgB= 


q... 7 
zH 
Ecribamos la ecuación de movimiento del punto. Según los datos 


del problema B — 2A, por consiguiente, la ecuación tiene la forma 
tg B — tg 2A o bien 


Sustituyendo en la ecua 
ytgA 
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después de simplificar obtenemos la ecuación buscada 
r 
eia, 


o sea, la trayectoria de movimiento del punto es hipérbola. 

Ejemplo 5. Se dan una circunferencia y un punto A dentro de 
ésta. Hállese el conjunto de los centros de las circunferencias que 
son tangentes a la circunferencia dada y pasan por el punto A. 


B 


(O 


Fig. 67 Fig. 68 


Resolución. Sea M un punto arbitrario del conjunto buscado, 
entonces la circunferencia de radio MA es tangente a la circunferen- 
cia dada. Sea O el centro de la circunferencia dada; R la longitud 
de su radio; B el punto de tangencia (fig. 68). 


Entonces | OB | > R = OM | +1 MB |= 
LOM} +1 MAJ. Así pues, para el pun- c 
to M 
1MO| > | MAI R, 


o sea, la suma de sus distancias a dos puntos 

dados O y A es constante. Por lo tanto, el 

punto M yace sobre una elipse que tiene por 

focos los puntos O y A (véase la definición Fig. 69 
de la elipse). 

Mostremos que todos los puntos de dicha elipse pertenecen al 
conjunto buscado. Sea N un punto arbitrario de esta elipse, o sea, 
INOI -+INAI R. Nótese que el punto N está situado dentro 
del círculo dado, ya que | ON | < | ON | + | NA | = R. Supon- 
gamos que el rayo ON corta a la circunferencia dada en el punto € 
(fig. 69). Puesto que | ON | + | NC| =Ry|ON|+1NA|=R, 
entonces | NC | = | NA |. Por eso la circunferencia que tiene por 
centro el punto N y por radio NA pasa por el punto C y es en 
éste tangente a la circunferencia dada. 

Ejemplo 6. Demuéstrese que si los ejes de dos parábolas son recí- 
procamente perpendiculares y éstas se intersecan en cuatro puntos, 
entonces estos puntos de intersección se encuentran sobre la misma 
circunferencia. 
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Resolueión. Tomemos los ejes de las parábolas dadas por ejes 
de coordenadas Or y Oy (fig. 70). Entonces las ecuaciones de las 


Paråh tienen la forma 
y? = 2p (2—a) (30) 

m 
z Q4. (31) 


ando término a término las venacio- 
y (31). resulta 


2pa © 2qy — 24b, 


iq 2pa — 
—2qb. (32) 
atos del problema las pará- 
e cortan en cuatro puntos, por lo 
tanto, las coordenadas de estos puntos satisfacen la ecuación (30) 
(31), así como. por consiguiente, la (32). 
Pero la cenación (32) define. según el signo de su segundo miem 
bro, bien una circunferencia (si el segundo miembro es mayor que 
coro), o bien un punto (si el segundo miembro es igual a cero). o un 
conjunto vacío. Puesto que las coordenadas de los puntos satislacen 
la ecuación (32), ésta define la circunferencia sobre la cual los puntos 
dados están situados. O 


Fig. 70 


PREGUNTAS PARA EL AUTOCONTROL 


1. Dese la definición de la elipse y deduzca su ecuación canónica 
Tnvestíguese la forma de la, elipse valiéndose de su ecuación cunóni 
¿Qué es la excentricidad de la elipse y cuál es su significado geomótri 
ición de la hipérbola y dedúzcase su ecuación canón 
Investíguese la forma do la hipérbola valiéndose de su ecuación canónica. 
¿Qué es la excentricidad de la hipérbola y cuál es su significado geom 


¿Qué propiedad importante poseen la elipse y la hipérbola? 
Deso la definición bola y deduzca su ecuación canó 
Invostígueso la forma. de Ie reri eellloióss dol senación 
¿A qué es igual la excentricidad de la parábola? 
¿En qué consiste el significado geométrico del parámetro p en la ecua- 
ción de la parábola? 
jo Ey ¿Por qué la elipse, la hipérbola y la parábola se Naman líneas de segun- 
do orden 

13. ¿Cómo hallar el punto de intersección de la parábola con la recta, la 
vircunferencia. la elipse y con otra parábola? 

14. ¿Qué relación existe entre la elipse y la circunferencia? 


nónica. 
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$ 5. Fórmulas y hechos fundamentales de la geometría 
analítica plana 


1. Si M, (21) y M, (z4) son dos puntos de la recta numérica, la 
fórmula 


expresa el valor del segmento ] 
d=|MM, 


expresa la distancia entre los puntos. 

2. Una vez elegido en el plano el sistema de coordenadas Oxy, 
a cada punto del plano se le hace corresponder un par de números 
(e; y), o sea, sus coordenadas. La correspondencia entre los puntos 


lz =al 


del plano y los pares de números es biunívoca: a cada punto le corres- 
ponde un par de número e inversamente. 
3. La distancia entre los puntos A (13 yy) y B (r: ya) se halla 


por la fórmula 


AB V (1) 
Y área del triá 
Ya) Y C (Eni ya) 
q |ie) (1020 (4101 |. 


agulo que tiene por vértices A (2: Y, 
e halla por la fórmula 


Sare 


5. Si un punto M (z; y) divide al segmento que tiene por 


extremos Mi(zi y) y Mates y) en la razón A=- l ' 
entonces 


ntin 
TFA 


6. El conjunto de los puntos cuyas coordenadas satisfacen la 
ecuación 


Az + By +C 0, 
donde A, B y C son ciertos números, con la particularidad de que 
A y B no son iguales a cero simult 


es una recta. Viceversa, cada recta L se define por la e 
tiene la forma 


de + By 4 C0=0. 


En este caso los números A, B y C se determinan para la recta dada 
univocamente con una exactitud de hasta la proporcionalidad: s 
todos estos números se multiplican por un mismo número y (u 3£ 0) 
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la ecuación obtenida 
(144) z + (48) y ul =0 
define la misma recta L. 
7. La ecuación de la recta que pasa por un punto dado (z3; y) 
con un coeficiente angular dado k tiene la forma 
y—n =k 21). 


8. La ecuación de la recta que corta al eje Oz en el punto (a; 0) 
y al eje Oy en el punto (0; b) tiene la forma 


z v 

==, 
que es la ecuación «segmentaria» de la recta. 
La ecuación de la recta que pasa por los puntos (zı; y1) y 
(Zai ya) se escribe así: 


y A 
I= aa ` 


10, Si la recta Z, tiene un coeficiente angular k, y la rocta La, 
un coeficiente angular k,, entonces: 

a) k, = ką es la condición de paralelismo de las rectas L, y La; 

b) kika —1 es la cond de perpendicularidad de las rectas 
Lay bas 

14. La distancia d del punto M (zo; yọ) a la recta Z definida por 
la ecuación Az + By + C = 0 se calcula por la fórmula 

q— Az But | 
VAB 

12. La recta Az -+ By + C 0 divide el plano en dos semi- 
planos: uno, el conjunto de los puntos (z; y) para los cuales Az + 
+ By + C >0 y otro, el conjunto de los puntos (z; y) para los 
cuales Az + By + C < 0. 

13. El conjunto de los puntos (z; y) cuyas coordenadas satis- 
facen la ecuación 


(z — a? + (y— b? =P, 


donde a y b son los números dados, y R > 0, es una circunferencia 
que tiene por centro el punto (a; b) y por radio R. 
14. El conjunto de los puntos (z; y) cuyas coordenadas satis- 

facen la ecuación 

ny 

+ EF =, 
donde a y b son los números positivos dados es una elipse con los 
semiejes a y b y el centro en el origen de coordenadas. 
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15. El conjunto de los puntos (z; y) cuyas coordenadas satis- 
facen la ecuación 


donde a y b son los números positivos dados, es una lipérbola con 
los semiejes transverso y no transverso a y b y el centro de simetría 
en el origen de coordenadas. 
16. El conjunto de los puntos (z; y) cuyas coordenadas satis- 
facen la ecuación 
y? = 2px (x° = 2py), 


donde p es el número dado, es una parábola que tiene como vértice 
en el origen de coordenadas y como eje de simetría Ox (como eje de 
simetría Oy). 


§ 6. Problemas de control 
2,4, Constrúyanse los puntos A (23). B (4 —1), € (1; 7), D (2: e 


2), F (4; 0). 
gato, 22 Sin construir el punto A (1; —3) aclare en qué cuadrante está situado 
éste, 

2.3. ¿En qué cuadrantes puede encontrarse un punto sí su abscisa es positi- 
va? 


2.4. Sobre el eje Ox se toma un punto con la coordenada (—5), ¿Cuáles son 
las coordenadas de este punto en el plano? 

. Los puntos A (3; 2) y B (a; —4) están situados sobre una recta para- 
jo Oy. Hálleso el valor de a. 

.6. Mes el punto "medio del segmento OA que une el origen de coordenadas 
con el punto A (—5; 2). Hállense las coordenadas del punto M. 

2.7. Se dan los puntos A (z,; ys) y B (z4; ya). Muéstrase que la fórmula de 
la distancia entro los puntos A y'B no de depende de los signos de sus coordenadas. 

2.8. a) ¿Qué punto está más lejos del eje Oz: A (2; —5) ó B (3; 4)? b) ¿Cuál 
do estos puntos está más lejos del eje Oy? c) ¿A qué son iguales las distancias del 
punto A (a; b) a los ejes Or y Oy, respectivamente? 

2.9. Costrúyanse los puntos A (4; 1), B (3; 5), C (134) y D (0; 0). Si 
los puntos están construidos correctamente. se obtiene un cuadrado, ¿Cuál es el 
área de éste? ¿A qué es igual la longitud del lado del cuadrado? Determinense las 
coordenadas de los puntos medios de los lados del cuadrado. 

2.10. Hállense las coordenadas del centro de gravedad de una placa homo- 
génea gue tiene la forma de un triángulo con los vértices A (2; 4), B (0; 1), 
C (4; —2) (fig. 74). 

2.11. Los puntos A (—2; 1); B (2; 3) y C (4; —1) son los puntos medio 
lados de un triángulo. Determinense las coordenadas de sus vértices. 

2.12. En el plano se dan los puntos A (0; 0), B (233 yy) y D (£a va) (fig. 72). 
¿Qué coordenadas debe tener el punto C para que el cuadrilátero ABCD sca un 
paralelogra mo? 

2.13. El área de un triángulo es igual a 10 unidades cuadradas, dos de sus 
vértices son los puntos A (5; 1) y B (—2; 2). Hállenso las coordenadas de su 
torcer vértice si se conoce que éste está situado sobre el eje de abscisas. 

2.14. Hálleso el área de un cuadrilátero que tiene por vértices los puntos 
A 83:1), B (4; 6), C (6; 3) y D (5; 

2.15. Se dan las coordenadas polares de un punto: p = 10; y = 30°. Deter- 


Jela a 


de los 
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es de es 
el punto 


minense las coordenadas cartesianas r 
«ue el polo del sistema polar se encuent 
paralelo al eje de abscisas, 

16. Determínese la dista 
nadas polares: py = 3, pi = 30 


e punto si se conoce 
3:) y el eje polar os 


conociendo sus cuorde- 


entre dos punto 


2.17. Hállese ol conjunto de los puntos cuyas coordenadas están ligadas 
por las relaciones siguientes: 1. a) y= lz; b) z= lvl; €) Iy] Jl. 2 ar 
ar a 3 z4-lz| +11. 4. (24) (229) =0. 5. (2194 (y 4-1) 0, 
IS | pa EN 10. 


¿scríbanse las ecuaciones que describen los siguientes conjuntos de los 
Mtos: a) la recta que es paralela al eje de abscisas y pasa por el punto (t; 0); 
b) la recta que es paralela a la recta y= y pasa por el punto (—3; 7); c) el con- 
junto de los puntos que so encuentran a la distancia 2 dol eje de coordenadas Oy. 

2.19. Hállense las relaciones entre z e y que representan en ol plano de 
coordenadas: a) un par de rectas y = 3ze y = z— 3; b) la recta y = z y el punto 
(—4; 2); c) toda la parto del plano que está por encima de la recta y == (inclu- 
yendo esta rocta); d) una parte del plano entro las rectas y = 0 e y 1 (sin estas 
rotas): o) sl interior del cuadrado que tione por vértices los puntos (0; 0), (0; 1), 

+ . (1; 0). 

2.20. Sobre un plano se dan tres puntos: A (3; —6), B (—200; 400), C (1000; 
Domuéstrese que estos puntos están sobre una misma recta. 

. Determíneso cuáles de los tros puntos siguientes A (1; 3), B (—2; 1), 
1,7), D (3; 1) se encuentran sobre una misma recta. 

2.22. 'Aplíquoso la fórmula para la distancia entre dos puntos en el plano 
de coordenadas a la demostración del teorema siguiente: en un paralelogramo la 
suma de los cuadrados de las longitudes de las diagonales es igual a la suma 
de los cuadrados de las longitudes de todos sus lados. 

2.23. Detemínese: a) si el punto N (4,1; 1,9) está sobre la circunferencia 
que tiene por centro el punto C (1; —2) y por radio 5 (pruebe hacer uso de la 
fig. 73); b) si el punto X (0; 2 1/6 — 2) está sobre esta misma circunferenci 
<) si el punto A (160; —1) se halla en la circunferencia que tiene por centro ol 
punto (147; —6) y por radio 13. 


(2—y) (2 —2y)>0. 
2,48. 
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24. Escríbase la ecuación de la circunferencia con el centro en el punto 
€ (2; 3) y el radio igual a 5. Se conoce que el punto A (a; —1) está sobre esta 
circunferencia. Determínese a. 

1225. Escribaso la ocuación de cada una do las cuatro rectas representadas 
en la fig. 74. 

2.26. Escríbase la ecuación de la recta que es paralela a la bisectriz del 
cuadrante I y pasa por el punto (0; —5). 

.27. Escríbase la ecuación de la recta que es paralela a la recta y = 2z + 1 
y, además: a) pasa por el punto (0; 2); b) pasa por el punto (1; —1). 

2.28. Se da la recta 2z +, y — Öz O y sobre ella dos puntos A y 12 con las 
ordenadas ya = 6 0 ya = —2. Escríbase la ecuación de la altura AD del trián- 
gulo AOB y hállese la longitud de esta altura y el área del triángulo 408. 


Fig. 73 Fig. 74 


2.20. Dotormíneso la ecuación de la recta que pasa por el punto (—1; 1) de 
un modo tal que el punto medio del segmento de esta recta comprendido entro las 
rectas z + 2y — 1 = 0 y z +2 bre la recta x — y — 1 = 0. 

2.30. Determínenso las e as bisectrices de los ángulos com 
prendidos y áz — 3y 4-5 


do las distancias a dos puntos dados A y B 
qui 


. Hállenso las coordenadas de un punto que está situado en la ci 
ferencia 3° + y? = 1 y se halla alejado a igual distancia de los puntos (1; 
y 2» 

2.33. Dotormíneso la ecuación de la tangente a la circunferencia z? -+ y? 
= 5, que pasa por el punto 2). 

2.34. Escríbaso la ecuación de la cuerda común de las circunferencias 
m4 laz, y a-t y3 2by (20, b0). 

Plantéense las ecuaciones de las tangentes comunes a las circunfo- 
tencias z? -H y? = 6x y 2? y? = 6y. K 

2,30. Fórmese la ecuación de la parábola que pasa por el punto (6; 9) y tiene 
por vértice el origen de coordenadas y por eje do simetría el ejo Oy. i 

2.37. Las ordenadas de los puntos de la circunferencia 1? -+ y? = 36 están 
disminuidas dos voces. Determínese la ecuación de la curva obtenida. 

2.38. Dotermínenso los semiejes de la elipse 3x2 +- 5y? — 30 = 0. 

2.39. Hálleso la ecuación do la elipso que pasa por los puntos (1; 4) y (7; 
y es simétrica respecto a los ejes Oz y Oy. 


17-785 
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2.40. Se da la elipse È +7 — 1. Mállese la couación de la hipérbolo que 
tiene por foco los vértices de la elipse dada y por vértices sus focos. 
41. Escríbase la ecuación del diámetro de la circunferencia 3° 4 y? + 
L 4z — öy — 17 — 0 el cual es perpendicular a la recta 5z + 2y — 13 — 0. 
42. Determínese la distancia mínima entre el punto Afe y los puntos de la 
circunferencia T si 
Mo (6 
b Ma ( 2 
2.43. Determinese si 
© es tangente a ésta o pasa fuera de el 
Le y — 3 = 0; F: z? -p y 
2 J- y? — Br + 2y 4 12 = 


Oz — 1áy — 151 = O. 
ii 2 corta a la circunferencia dada F, 


= 225, Determinense: a) sus semi- 
d) las ecuaciones de las 


- 6 
b) las coarde 
directrices, 

2.45, Determinese si la recta asignada / corta la elipse dada T. o os 
tangente a ésta o pasa fuera de vll; 


arúyase la elipse 97° + 25y 
is de sus focos; c) su ex 


a) Li 22 


144. Vállense: a) sus semiejos 

a excentricidad; d) las ecua- 
ices. 

144, «conjugada» de la 

46. Dotermínese; a) su 


AT. Constrú hi 
bo — Myt = 444 dada en el probl 
ntrie b) las vevaciones de sus directrice 

2,48. Tállense los conjuntos de los puntos cuyas coordenadas están ligadas 
por las relaciones: 


Mz? 4 25y?—225 <0, 4 16>0, 
a) b) ( 


3z-+5y—15 <0, v+3>0, 

y+2>0; z+y—2<0; 

2244 —4> 0; 
a { 42 +-3y—12<0; 


p10 <0, 8y <0, 
e) q 5z—3y—15 <0, D4 2434460, 
16z?— 9y? > 144. 


y—-2<0; 
2.49. Dotormínese el conjunto de los puntos para los cuales el producto de 
sus distancias a dos rectas dadas que se intersecan es igual a C = const. 
2.50. Determínese el conjunto de los centros de las circunferencias que pasan 
por ol punto dado A y tocan la recta dada Z. 
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TEORÍA DE LOS LÍMITES 


En este capítulo se examina la teoría fundamental de la matemá- 
tica, o sea, la teoría de los límites. Esta teoría es el fundamento sobre 
el que está construida una magnífica obra que lleva el nombre de 
«análisis matemático». Actualmente el análisis matemático es un 
instrumento insustituible de investigación en los más distintos domi- 
nios de la ciencia y la técnica. Ahora el conocimiento del cálculo di- 
forencial e integral es indispensable a todo ingeniero y colaborador 
científico. Sin embargo, para estudiar el análisis matemático y poder 
emplearlo correctamente es necesario primero dominar la teoría de 
los límites. 

El estudio de la teoría de los límites comenzó en la matemátic 
elemental donde con ayuda de los pasos al límite se determinan la 
longitud de la circunferencia, el volumen del cilindro y del cono, 
ete. Esta teoría se utiliza también al determinar la suma de la pro- 
grosión geométrica decreciente. La operación de paso al límite es 
una de las principales del lisis matemático. En este capítulo 
vamos a considerar la forma elemental do la operación de paso al 
límite, basada en el concepto de límite de una sucesión numná: 


es 


$ 1. Sucesiones numéricas 


1. Sucesiones numéricas y operaciones aritméticas con ellas. 
Progresiones. Las sucesiones numéricas ya se encuentraon on el 
programa de enseñanza secundaria. De ejemplos de tales sucesiones 
sirven: 1) la sucesión de los términos de las progresiones aritmética 
y geométrica; 2) la sucesión de los perímetros de los polígonos regu- 
lares de n lados inscritos en la circunferencia dada; 3) la sucesión 
m1, z= 1,4, za 1,41, .. - de los valores aproximados 
de VĒ. Vamos a precisar y extender el concepto de sucesión numé- 
rica. 

Definición 1. Si a cada número n de la serie natural de números 


LOr E ESEE A 
T 
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se le hace corresponder un número real x,, el conjunto de los nú: 
reales 

Zir Tar Lg Eny ooo (1) 
sucesión numérica o simplemente sucesión *). 

Los números Zi, Za; Zy -- + 2, los denominaremos ele- 
mentos (o términos) de la sucesión (1); el símbolo xn, elemento general 
(o término general) de la sucesión y el número n, su número de orden”). 
En forma abreviada la sucesión (1) se designará con el símbolo 


ten). Así. por ejemplo, el símbolo (4) designa la sucesión 14, $, 
$ 1 


F y $ 
La fórmula que define z, se llama fórmula del elemento general 

(o del término general) de la sucesión {xn}. Por ejemplo, la sucos 

{n°} está definida por la fórmula z, — A. Con ayuda de esta 

mula se puede calcular todo elemento de la sucesión; xy = 1° = 

F £w = 10% = 100, ote. 

O Ejemplo 1. Se da la fórmula del elemento general de la suce- 


Escríbanse los primeros cinco elementos de la 


se llama 


Resolución. Poniendo sucesivamente n =1,2,3,4, 5 on el 
elemento general za, obtenemos z, = 1/2, zy = 2/3, xy = 3/4, 
z, AlS, zs = 516. 0 

Ejercicios. Escríbanse los primeros cinco elementos de cada 

una do las sucesiones definidas por sus elementos generales: 


dos, (Resp. z,=1/3; z2=4/5, 2=117; x=1/0, 


5/28, 210/65, 


. (Resp. 213/25 x¿=4/8, z 


nET 


y 3/28, 2412, 


. (Resp. z=+1/2, r= 


REL, (Resp. 


be t, =(—1)"™ 


da = 4/3, 5, 6 
a Ejemplo 2. Conociendo unos cuantos primeros elementos de 
la sucesión, escríbase la fórmula del elemento general de la suce- 
sión 1; 118% 1/5% 417%. 


1) Con otras palabras, la sucesión numérica puede definirse como un conjun- 
to do pares de números (n: za) en los cuales el primer número toma sucesivamente 
los valores de 1,2, 3, ..., n, ..., 0 sea, (1323), (2,20), B, Za), .0:s (M Tn), 

2) El número de orden del elemento ha de entenderse en Sentido usual, por 
ejemplo, como un número bajo el cual aparece un jockeísta o un futbolista. 
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Resolución. Los denominadores de los elementos dados de la 
sucesión forman la sucesión de todos los números naturales impares 
elevados a la potencia 2. Por eso en calidad de la fórmula buscada se 
puede elegir la siguiente: 

1 
A 


Sin embargo, el conocimiento de algunos primeros elementos de una 
sucesión no determina todavía la misma sucesión. Por eso el pro- 
blema dado debe considerarse como un problema de determinación 
de cierta regularidad inductiva simple que concuerde con los ele- 
mentos dados de la sucesión. @ 
Ejercicios. Conociendo algunos primeros elementos de una 
sucesión, escríbase la fórmula del elemento general de las sucosio- 
nes siguientes: 


Indicación: 1; 

3. 2; 10; 26; 82; 24: y" 

Indicación: 3—14; 3241; 33— MH dr... 

La fórmula que define z, no es única. Así, por ejemplo, la suce- 
sión: —1, 1, —1,41, —1,1, se define por la fórmula xn (Ci 
o por la fórmula z, = cos an. No siempre la sucesión {xn } puede ser 
representada analíticamente, por ejemplo, la sucesión de los valores 
aproximados de Y 2. 

La sucesión {zn} se considera definida si se indica el método de 
obtención de todo elemento suyo. Por ejemplo, si z, — 1 + (1% 
la sucesión se escribirá en la forma 0, 2, 0, 2, .. Convirtiendo 
la fracción 1/3 en fracción decimal, también obtenemos la s 
2, = 0,33, z= 0,33, z= 0,333, .... z, =0/33 ... 

n ternas. 

Con frecuencia se utiliza el método recurrente de representar la 
sucesión {zn ). Este método consiste en que se dan: 1) el primer cle- 
mento de la sucesión z, (o varios primeros elementos) y 2) la fórmula 
(o la relación recurrente) que indica qué operaciones deben ejecutarse 
para calcular el elemento siguiente (o varios elementos sigwient 
Así, si se conoce que: 1) el primer elemento z, = 1 y 2) para todo 
n= 1 Zu = (n +1) Zn, entonces, cumpliendo sucesivamente las 
operaciones definidas por la fórmula dada, resulta 


(n = 1) z, 
(n = 2) za 


cesión 


Zin = (1 + 1)-z 
Za = 2 H 1)-2, 
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(a 3) 24 = La = (3 4 1)-x7 — 4-31 =24 =41, 
(n - 4) zs = Zi = (44 1)-x, = 5:41 = 120 = 51, 


De esta manera, la recurrente dada define la sucesión 
11, 21,31, 41,51 ..., nt, ...1) en la cual el elemento general 
se define por la fórmula z, = z! Nótese que al deducir estrictamente 
la fórmula del elemento general hace falta emplear el método de 
inducción matemática, (Hágase esto por sí mismo.) 

Ejercicios, Escríbanse los primeros cinco elementos y la fórmula 

del elemento general de las sucesiones siguientes: 1. z) +1, 

ra! (Resp. 1%, 11,1 3 1102 a= i, 

HB (Resp. 1, 4, 7, 10, 43% zn n — 2.) 

Citemos un ejemplo más. La sucesión (zx, } se define por los pri- 
moros dos elementos z, = 1, z, - 1 y por la relación recurrente 

Lui E Ly, para todo »>3. Aquí la relación recurrente 
a z, con los dos precedentes. Para obtener la sucesión es necesario 
conocer los primeros dos elementos de la sucesión. Escribamos va- 
rios primeros elementos de la misma: 


1, 1,2, 3, 5, 8, 13, 21, 34, 


Esta sucesión posee una serie de propiedades interesantes e impor- 
antes. Sus elementos se llaman números de Fibonacci (nombre del 
matemático italiano que vivió en los siglos XII—XIII). Si en el 
primer ejemplo es fácil encontrar la fórmula del elemento general 
conociendo el primer elemento y la relación recurrente, para los 
números de Fibonacci es bastante difícil hallar la fórmula men- 
cionada. 2) 
ométricamente la sucesión (x,] se representa sobre la recta 
numérica en forma de una sucesión de puntos, cuyas coordenadas son 
iguales a los elementos correspondientes de la sucesión. En la fig. 75 
se muestran las sucesiones (5 y {t n } respectivamente. 
Puede resultar que el mismo punto de la recta numérica corres- 
ponde a varios elementos de la sucesión, por ejemplo, para la suce- 
sión con el elemento general za -(—1)" todos los elementos con 
números pares caen al punto con la coordenada 1, y con números 
impares, al punto que tiene por coordenada —1; para la sucesión 
con el elemento general z, = 5, o sea, para la sucesión 5, 5, 5, 
5, + .. todos los elementos caerán al mismo punto con las coorde- 
nadas 


1) Recuérdese que nl es la designación abreviada del producto 1 -2 
por definición 41 

3) Para familiarizarso con los números de Fibonacci y sus propiedades re- 
comendamos, por ejemplo, el libro: N. N. Vorobiev. Números de Fibonacci. M., 
Mir. 1974. 
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Introduzcamos el concepto de operaciones aritméticas con suce- 
siones numéricas. Supongamos que se dan las sucesiones arbitrarias 
Zi, Tp, 00 01 Ep -++ O Yis Yas > <> Uno > > => Se lama producto de la 


Fig. 75 


sucesión Tı, Zy, «y Zn, +. - por el número m a la s 


Mias MIR o oos MI oe se 


Se Ilama suma de las sucesiones dadas a la sucesión 


Ti EIs Te Yn -oes Ia Yo eei 
diferencia de las sucesiones dadas a la suces 


ión 
n — Y T— Yo 


producto de las sucesiones dadas a la su 


rn — Ynr 


sión 


Behe Fa Ya ee Fattas = 


cociente de las sucesiones dadas a la suces 


5 i ža 
My 000 Ya 


si todos los elementos de la sucesión por la que 
del coro, 

Las operaciones indicadas que se realizan con las sucesiones se 

escriben simbólicamente 

mir.) = {mEn}, {za} + fyn} = {En + 90d, 

dn) — {Yn} = {Tn — yah {Enh yn) = nr nd» 


EE mon 


divide son distintos 


1) yn + 0 significa que los valores de y, se distinguen del cero cualquiera 
que sea n. 
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Progresión aritmética. Definición 2. La sucesión (z,)" definida 
por el primer elemento z, y por la relación recurrente 
Ea = Ea +d, 
donde d es un número constante, se denomina progresión aritmética. 
El número d se llama razón (diferencia) de la progresión aritmética. 
La relación recurrente que define la progresión aritmótica viene 
enunciada así: todo término de una progresión aritmética, comenzando 
por el segundo, es igual al precedente sumado con el número constante d. 
Escribamos algunos primeros términos de la progresión aritmé- 
lica: 2, = Sj nm +dio=x%-d=x +d+d- A 2d, 
ete. Cada vez adicionamos un sumando más d. Por ejemplo, los nú- 
meros pares forman una progresión aritmética con el primer número 
zı 2 y la razón d = 2: 


8: 403 42; Mz... 
O Vamos a demostrar con ayuda del método de inducción ma- 
temática la fórmula del término general de la progresión aritmética 
an a bdín—4). (2) 

o sen. la fórmula (2) 


1) Para n 1 tenemos xy = z) -+d 
es justa. 

2) Suponiendo Ja validez de la fó 
tremos que es válida también para m 
fórmula zay = z, +d l(n + 1) — 1l. 

Efectivamente, por definición de la progresión aritmética, Zaj = 

z, +d. De aquí, utilizando la fórmula (2), hallamos 

Ta 24 +n id +d =r +dl(n +1) —4l, 
que os lo que se quería demostrar. Basándonos en el método de induc- 
ción matemática, sacamos la conclusión de que Ja fórmula (2) es 
válida para todo número n. 

Deduzcamos la fórmula de la suma de n términos de la progresión 
aritmética. Previamente demostremos la propiedad principal de los 
términos de una progresión aritmética finita z,, Za, Zn: las 
sumas de los términos de una progresión que equidistan de sus extremos 
son iguales, o sea, 


ula 
L 


para cierto n, demos- 
sea, demostremos la 


Em + En = Ip +I 
si m+nsk++l. 
En efecto, utilizando la fórmula (2), resulta 


Em + 3n = 3, Hd (m— 1) +z +d (r — 1) 
= 2m, +d (m +n — 2) = 27 +d (k +1 2) 
z +d(k—1)+2+d((—1)= r H tp 
que es lo que se quería demostrar. 


1) A veces los términos de la progresión se designan con la letra a. 
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Determinemos ahora la suma Sn. Escribamos esta suma dos 
veces, poniendo los sumandos en diferente orden: 


Si =p a Es 
Sa == Ha t FR 22 
Sumando término a término y utilizando la propiedad demostrada 
y la tórmula (2), hallamos 


2Sa = (E + Ta) + (ts +) ++. a Ha) + 
(En + 21) = n (2, + Tn) = nl2x, -- d (n —1)l. 
de donde obtenemos las dos fórmulas siguiente 
Sn Ecizad y 5, ation y 
O Ejemplo 3. Escríbase la fórmula del término general de la 
sucesión si se conocen varios primeros términos suyos: 3, 5, 7, 9, 


tv, 


Resolución. Los números dados forman la progresión aritmó- 
tica que tiene por primer término z, 2. Según 
la fórmula (2) tenemos z, = 3 + p 

Ejemplo 4. La suma de los primeros » términos de una sucesión 
se expresa por la fórmula S, — 3n?. Demuéstrese que esta sucesión 
es una progresión aritmética; hállese su primer miembro y su razón. 
Resolución. Tenemos z, = — Sn 3n? — 2 

Bn? — 3n? + 6n — 3 = 3 {2n — 21 Pues sto que la razón za — 
— Ana = 3 (2n — 1) — 3 (2n — 3) = 6n — 3 — ün +96 no 
depende de n, la sucesión dada es una progresión aritmética que tiene 
por razón d = 6. El primer miembro de la progresión 7, S, = 

3. 

Progresión geométrica. Definición 3. La sucesión 12, ) definida 
por el primer elemento z, y por la relación recurrente 


Enyi = Path 


donde q es un número constante (q +1) se llama progresión geométrica. 
El número q se denomina razón de la progresión geométrica. 

La relación recurrente que define la progresión geométrica viene 
enunciada así: todo término de la progresión geométrica, comenzando 
por el segundo, es igual al precedente multiplicado por el número 
constante q. 

Escribamos algunos primeros términos de la progresión geomé- 
trica: 2, = T4, Lg = Ty- q, Za = To q = Zy qq = zig, eto. Por ejemplo, 
los números 2, 6, 18, 54, 16: forman una progresión geomé- 
trica que tiene por razón q = 3 y por primer término z} — 2. 

La fórmula del término general de la progresión geométrica 


TH gro (3) 
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te igual que la tórmula del tér- 
mética (hágase esto de manera 


se demuestra de un modo exacta 
mino general de la progresión a 
independiente). 

O Deduzcamos la fórmula de la suma de z términos de una pro- 
gresión geométrica '). Para esto consideremos la suma 


Su Say HT tHo F En (4) 
y multipliquemos ambos miembros de la igualdad (4) por q. Puesto 
que 2,9 = Tz, Taq = ža, -- <> Inq = Tny Entonces 
Srg ng Fia b Eng = Te t ta Hoe 
nat 6) 


término a término, de la igualdad (5) la igualdad (4). 


Sustrayemo; 
q y t, se suprimen. Por oso 


Todos los términos, salvo £as 
resulta 


Sad — Sn = Enp — Ti = Inl — Tir 
de donde 


S7 o bien S =EL, (6) 


Puesto que z, = 9%", la fórmula (6) puede escribirse de otro 
modo: 


s Do bien Ss O m 


O Ejemplo 5. Hállese en la progresión geométrica 1; —2; 
--8; 16 el término 11 y la suma de seis términos. 

Resolución. Determinemos primero la razón de la progresión 
goométrica. Para esto hágase uso de la relación recurrente. Tenemos 


q la a =- —2. 
Con ayuda de la fórmula (3) calculemos el término 11: 
1 —2)0=4024 
y por la primera de las fórmulas (7) calculemos la suma de seis tér- 


minos: 
MOI 
== 


Ip=2 gn! 


S 


Téngase presente que el material ulterior puede ser estudiado 
felizmente sólo a condición de que quede comprendida bien la defi- 
nición de la sucesión. 


1) La deducción de la fórmula de la suma de una progresión geométrica de- 
creciente infinita se da en el párrafo siguiente (véase el ejemplo 7). 
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2. Sucesiones acotadas y no acotadas. 

Definición 4. La sucesión (z,) se llama acotada superiormente 
(inferiormente) si eziste un número M (un número m) tal que todo 
elemento zn de esta sucesión satisfaga la desigualdad zn < M (zn > m). 

Definición 5. La sucesión (z,) se dice acotada si está acotada supe- 
rior e inferiormente, o sea, existen los números m y M tales que todo 
elemento zn de esta sucesión satisface las desigualdades m < zn < M. 

Designemos A = máx (| m |, | M |). Entonces la condición de 
acotación de la sucesión puede escribirse en la forma |z, | <A, 
o bien —A <z, < A. Efectivamente, puesto que A > |M] > 
> M y —A < —| m | < m, para todos los elementos de la sucesión 
{zn} se cumplen las desigualdades —A < z, <A. 

efinición 6. La sucesión (x,) se llama no acotada si para todo 
número positivo A existe un elemento z£, de esta sucesión que satisface 
la desigualdad | z, | >A 3. 

Do las definiciones dadas se deduce que si la sucesión está acotada 
superiormente, todos sus elementos pertenecen al infervalo en sentido 
lato (—oo, M] y si la sucesión está acotada inferiormente, al inter- 
valo |m, -+00); en caso de que la sucesión esté acotada superior e 
inferiormente, sus elementos pertenecen al intervalo [m, M). La 
sucesión no acotada puede ser acotada superiormente (inferiormente). 
Vamos a considerar algunos ejemplos. 

O 1. La sucesión {n} o bien, lo que es lo mismo, 1, aan 

-ar M, ... está acotada inferiormente, pero no está acotada supo- 
riormente (m = 1). 


2. La sucesión {—n} o bien, lo que es lo mismo, —l. —2, 
—3 —n, . . . está acotada superiormente, pero no está acotada 
inferiormente (W = —4). 


mo, 1, 


3. La sucesión {4} o bien, lo que es lo mi 


otada, ya que todo elemento z, de esta sucesión satisfaco las 
Idades 0 <z, <1 (m =0, M = 1). 

sucesión {(—1)" n} o bien, lo que es lo mismo. —1, 
. . - está no acotada. En efecto, cualquiera 
entre los elementos z, de esta sucesión siempre 
habrá elementos para los cuales se cumplirá la desigualdad | z, | > 
>4. 

Ejercicios. ¿Están acotadas o no las sucesiones siguientes?:. 

1. e» (Resp. Sí.). 2. (2n). (Resp. No.) 3. (In n). (Resp. 

No.) 4. {senn}. (Resp. Sí.) 5. 1, 0,2,0,3,0,4,0,5,... 

(Resp. No.) (Argumente las respuestas). 

3. Sucesiones infinitamente grandes e infinitamente pequeñas. 


1) Si | xp | > A (A > 0), entonces o bien z, > A, o bien zn < — A (de- 
muéstrese esto por si mismo). 
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Definición 7. La sucesión {z,n} se llama infinitamente grande si 
para todo número positivo A (cualquiera que sea de grande) existe un 
número de orden N tal que para n > N *) se cumple la desigualdad 
| za | >A. 

Observación. Es evidente que toda sucesión infinitamente grande 
no está acotada. Sin embargo, una sucesión no acotada puede no ser 
infinitamente grande. Por ejemplo, la sucesión no acotada 1, 2, 4, 
-nAn finti, ... no es infinitamente grande, puesto 
que para A >1 la desigualdad | z, | >A no tiene Jugar para 
todos los elementos z, con números impares. 

Definición 8. La sucesión {an} se llama infinitamente pequeña 
si para lodo número positivo e (cualquiera que sea de pequeño) existe un 
número de orden N tal que para n >N se cumple la desigualdad 

anice 

O Ejemplo 6. Utilizando la definición 7, demuéstrese que la suce- 
sión {n} es infinitamente grande. 

Resolución. Tomemos todo número A >. De la desigualdad 
ira | ~ |n] >A obtenemos n > A. Si se toma N > A, entonces 
para todos los números n > N se cumplirá la desigualdad | zn | > 

- A. o sea, según la definición 7 Ja sucesión (fm) es infinitamente 
grande. O 

Ejere icios, Haciendo uso de la definición 7. demuéstrese que lassuce- 
| siones: . EA)" n} son infinitamente grandes. 
O Ejemplo E. zando la definición 8. demuéstrese que 


la sucesión 43 es infin 

Resoluci memos todo número e >0. De la desigualdad 
fel 3} 
para todos faa números n >N se cumpli la desigualdad | æn me Ze 
(Para e — qy obtenemos N = [10] = 10, para e = 4/15 tenemos 


N = [15/4] = 3, etc.). Por lo tanto, según la definición 8, la suce- 
sión  (1/n) es infinitamente pequeña. @ 
Ejercicios. Utilizando la definición 8, determínese si son infi- 
nitamente pequeñas las sucesiones siguientes: 


t (5) 2 (H)a>0. 3. (7). 


Hágase uso de la desigualdad Py <= 


amente pequeña. 


<e obtenemos n >. Si se toma N = 


Ij «Para n>N» significa para todos los elementos de la sucesión, 
con números n > N. 

2) El símbolo fz} denota el número entero máximo que no supera z. Por 
ejemplo, [1] = 1,_ [3,4] 10,7) =0, [—0.5]=— 1,  [—172,9] = 
= —473, [a] —'3, [log 2] = 0, ete. 


$ 1. Sucesiones numéricas 109 


Al final del subpárrato dado vamos a demostrar un teorema que 
establece la relación entre las sucesiones infinitamente grandes e 
infinitamente pequeñas. 

Teorema 3.1. Si {zn} es una sucesión infinitamente grande y 
todos sus términos se distinguen del cero, z,=>e0, la sucesión 


tm) =(L) es infinitamente pequeña e, inversamente, si {an} es 
NE 


una sucesión infinitamente pequeña, a, #0, la sucesi 
ha (2) es infinitamente grande. 

O Demostración. Sea (x,) una sucesión infinitamente grande. 
Tomemos todo número e>0 y pongamos A=". Según la defini- 


ción 7 para este número A existe un número de orden NV tal que 
para n>N se cumpla la desigualdad |z, | >A. Entonces |æ, |= 


1 1 1 ú 
a|- Tar CAT 0 50 1% ]<e para todos los números 
1 


n>N. Y esto quiere decir que la sucesión (7) es infinitamente 


pequeña. 

La segunda parte del teorema se demuestra de un modo análogo. W 

Todas las demostraciones efectuadas están basadas en la compro 
bación del cumplimiento de las condiciones enunciadas en las defi- 
nine . Por eso es necesario comprender claramente las definiciones 
dadas, 

4. Propiedades fundamentales de las sucesiones infinitamente 
pequeñas. 

Teorema 3.2. La suma y la diferencia de dos sucesiones infinita 
mente pequeñas son sucesiones infinitamente pequeñas. 

O Demostración. Sean {æn} y {Pn} sucesiones infinitamente 
pequeñ Se necesita demostrar que la sucesión (%, + Ba} es 
intinitamente pequeña. Sea e un número positivo arbitrario; Wi, 
número de orden comenzando por el cual | æn | < 2/2, y Na, el 
número de orden comenzando por el cual | Ba | <e/2. (Tales nú 
meros de orden N, y N, se determinarán según la definición de la 
sucesión infinitamente pequeña.) Tomemos N máx (Ny Ma}; 
entonces para n >N se cumplirán simultáneamente dos desigual- 
dados: | a | <e/2 y | Ba | <e/2 Por consiguiente, para n > N 


lani Bal Slam (+ IB <P +="). 


Esto quiere decir que la sucesión {đa + Pa} es infinitamente pc- 
queña. E 


1) Aquí hemos utilizado la propiedad de los valores absolutos | + +4] 
<ir} bly} (véase el teorema 1.3). 
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Corolario. La suma algebraica de todo número finito de sucesiones 
infinitamente pequeñas es una sucesión infinitamente pequeña. 

Teorema 3.3. El producto de dos sucesiones infinitamente pequeñas 
es una sucesión infinitamente pequeña. 

O Demostración. Sean {æn} y {Ba} sucesiones infinitamente 
pequeñas. Es necesario demostrar que (a, P,) es una sucesión 
infinitamente pequeña, Puesto que la sucesión {æn} es infinitamente 


pequeña, para todo número e >Ù existe un número de orden N, 


tal que | æ, | < è para n >N, y puesto que la sucesión {Bn} es 
también infinitamente pequeña, para e - 1 existe un número de 
orden N tal que | Ba | <1 para n>N, Tomemos N -= 
máx {Nı, Na}: entonces para n >N se cumplirán ambas de- 
sigualdades, Por lo tanto, para n =N 
lane Ba | = 1 an 1 Ba 1<et=e 
èsto significa que la sucesión (a,- Bn) es infinitamente pequeña. W 
Corolario. Æl producto de todo número finito de sucesiones infinita- 
mente pequeñas es una sucesión infinitamente pequeña. 
Observación. El cociente de dos sucesiones infinitamento peque- 
ñas puede ser toda sucesión y puede no tener sentido. Por ejemplo, 


sio, = 1n, Pa ~ 1/n, todos los elementos de la sucesión [a,/P,) 
son iguales a la unidad y la sucesión dada está acotada. Si, < t/n, 
Bn = 1/n?, la sucesión {æn/Bn} es infinitamente grande y, viceversa, 


si an = 1/n? y Bn = 1n, la sucesión (%,/P,) es infinitamente pe- 
queña. Si comenzando por cierto número de orden los elementos 
de la sucesión ($,) son iguales a cero, la sucesión (0,/P,) no tiene 
sentido. 

Ejercicio. Mostrar que el cociente de dos sucesiones infinita- 

mente grandes (z,) e {Yn} puede ser toda sucesión, utilizando 

a título de ejemplos las sucesiones {n} y {n°}. 

Teorema 3,4. Ël producto de una sucesión acotada por otra sucesión 
que es infinitamente pequeña es una sucesión infinitamente pequeña. 

O Demostración. Sea (z,) una sucesión acotada y {œ}, una 
sucesión infinitamente pequeña, Se necesita demostrar que la suce- 
sión (2,+ a, ) os infinitamente pequeña. La sucesión (x,) está aco- 
tada, por eso existe un número A >Ù tal que todo elemento £a 
safistaco la desigualdad |z, | < A. Tomemos todo número e >0. 
Puesto que (a,) es una sucesión infinitamente pequeña, para el 
número positivo e/A existe un número de orden N tal que para 
n > N se cumple la desigualdad | a, | < e/A. Entonces para n >N 


[Enan [= | Tn [+ (An 
Esto quiero decir que la sucesión {z„- an} es infinitamente pe- 
queña. Ml 
Corolario. El producto de una sucesión infinitamente pequeña por 
un número es una sucesión infinitamente pequeña. 
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PREGUNTAS DE AUTOCONTROL 


1. Enúnciese la del n de sucesión. 

2. ¿Cuándo la sucesión se considera definida? Cítense ejemplos, 

B ¿En qué consiste la representación recurrente de una sucesión? Citese un 

ejemplo. 

VA. “Dese la interpretación geométrica de sucesión. Cítenso ejemplos. 
5. Dese la definición de las operaciones aritméticas con las sucesione 
6. ¿Por qué de la definición de la sucesión se deduce que ésta tiene un 

número infinito de elementos? 
7. Enúncieso la definición de progresión aritmética. 

gu; Pedúzense la fórmula do la suma de n términos de una progresión arit- 
mética, 


Enúncieso la definición de progresión geométrica. 

10. Dedúzcase la fórmula de la suma de n términos de una progresión geo- 
métrica, 

11. Enúncienso las definiciones de una 
la interpretación geométrica de estas defini 

12. Cítese un ejemplo de una sucesión acotada que tiene: a) los elementos 
máximo y mínimo; b) el elemento máximo, pero no tiene el mínimo; e) el elemento 
mínimo, pero no tiene el má 

13. Enúncion: 
e infinitamente gran 

14. Cítese un ejemplo de un 
grande 

15. ¿Puedo amars 
mento común ry 

16. Citese un ej 


sucesión amente 


jone un ele- 


amente peq m que 


elementos de una sucesión 
o so Mama tal sucesión? 
mentos do una sucosión 
1 sucesión 


edota va 
infinitamente pequeña al crecer tienden a cero, ¿Có 
7. Cíteso un ejemplo cuando los valores de los el 

ade al crecer m decrecen. ¿Cómo se Mama 


+ ¿Por qué esta 


ho que sea el mí 


sucesión no es infinitamente pequ ne- 
ro r > 0 que tomamos entre los elei pre habrá elementos 
menores en módulo que +? ¿Por qué es ucesión no es infinitamente grande, 
a posar do que por grande que sea el número A > 0 que tomamos entre los 
elementos de la suce elen en módulo que A? 
¿Cómo se Ilama est 

19. ¿Es acotada pequeña? 

20. Se conoce que la sucesión tr) es mente pequeña: b) infinita- 
mente, grando. ¿Se deduce de aquí que la sucesión {fxn } (a coudición de que 

'n 2 0 para todos los n) e: infinitamente grande; b) infinitamente peque 
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En este párrafo se considera el concepto de límite de una sucosión 
numérica que es uno de los conceptos más importantes en el 
matemático. 

1. Concepto de sucesión convergente. 
inición. El número a se llama límite de la sucesión numérica 
{£u} si para todo número positivo e existe un número de orden N tal 


uz Capítulo 3. Teoria de los limites 


que para n >N se cumple la desigualdad 
17. ale (1) 


En este caso la sucesión (x,) se llama convergente. 
Sil ón {z„} converge y tiene por su límite el número a, 
esto se escribe simbólicamente así 


lím x,=a*) o bien 2, >a para n— 00. 


La sucesión que no es convergente se llama divergente. 

De la definición de límite se deduce que, por pequeño que sea 
el número e >U, comenzando por cierto número de orden V todos 
los elementos de la sucesión {za} se diferenciarán del númoro a 
en menos de e, o sea | 2, —a| <e para n >N. Esto significa 
precisamente que los elementos de la sucesión {zn} se aproximan in- 
«definidamente al número a siempre que crezca indefinidamente el 
número de orden n. 

No es casual que en la definición se destaca la palabra «todo». 
En esta palabra «se apoya» toda la definición. 

A título de ejemplo examinemos la cuestión sobro el límite de la 
sucesión 


A y dy E EEE 


Con el aumento de z esta sucesión no tiene límite, ya que oscila 
entre los valores de -+1 y —1 sin acercarse a ningún número (véase 
la demostración estricta en la observación para el teorema 3.6). 

«Demostremos», utilizando la definición, que la sucesión tiene 
«límite igual a O». Efectivamente, para g:=2 la desigualdad 
1(1)" 0] < e se cumple para todos los números de orden n. 
Por consiguiente, se puede tomar N == 1 y todo «quedará demostrado». 
El error consiste en el hecho de que, por ejemplo, para e = 1/2 
la desigualdad | (—4)" — 0 | < e ya no se cumple para ningún n, 
o sea, durante «la demostración» no se observa la exigencia principal 
«de la definición consistente en que la desigualdad | zn — a | < € 
se cumpla para todo número e >0, en particular, también para 
e = 1/2, al menos comenzando por cierto número de orden N. 

Enunciemos la definición siguiente: el número a no es el límite 
de la sucesión {zn} si existe e >0 tal que para todo número de orden 
N habrá un número de orden n > N tal que se cumple la desigualdad 
12. — a | > e 

'Comparándo las definiciones dadas, vemos que para construir 
la negación es necesario reemplazar recíprocamente las palabri 
«existe» y «todo» y sustituir la desigualdad por la contraria. 


W?) Esta notación se lee así: «el límite de z, para n que tiende al infinito es 
sigual a a». 
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Esta regla puede utilizarse también para construir la negación 
en todas otras definiciones dadas en el sentido de «e — N». 
O Ejemplo t. Utilizando la definición de límite, mostrar que 


Resolución. Tomemos todo número e > 0. Puesto que | 1, —1 |= 


f 2—1 [- z = , para encontrar los valores de n que satisfagan 


la desigualdad | 7, —1| <e basta resolver la inecuación + <e, 


de donde resulta n>- . Por lo tanto, por N se puede tomar 


la parte entera del número 12,0 sea, N=[4 Entonces 


la desigualdad |z, —1] <e se nplirá para todos los números 
n>N. Puesto que e es todo número, queda demostrado que 


e 
a 


Según la definición en emplo a es igu 
Para comprender más claramente la defini 
probemos los cálculos re 


Tomemos, por ejemplo, e 


0,01 
99 tem 1<0.01 En particu- 
lar, para n < N (n = «n > 98) la desigualdad | z, — 1 | < e 
= 0.01 no se cumple. En efecto, sea n = 98, Entonces 
| des — 1 | = | 98/99 — 1] -= | —4/99 | = 1799 > 1/100 

y si se toma n >99, por ejemplo, z + 100, entonces 

l ioo — 1] = | 100401 — 1 | = | A0 | = 1/101 < 1100. 

Ahora bien, la desigualdad | zx, — 1 | < 0,01 se cumple sólo 
para números de orden n mayores que 99. 

Si se toma el valor de £ < 0,01, por ejemplo, e = 0,001, el 
valor del número de orden Y aumentará. En efecto, N 


= 90 y paran >N 


[Ea 999 y para n >N = 999 obtenemos | z, — 1| < 
< 0,001. 


En conclusión mostremos que el número 2 no es límite de la suce- 
sión dada. Para esto consideremos el valor absoluto de la diferencia 


n42 +2 
|2.—21= -žl = 
y resolvamos respecto a n la desigualdad — < e. Sin embargo, 


en el caso dado se puede no hacer esto, ya que para todo valor del 
9185 
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número de orden n (z puede ser sólo un número entero y positivo) 


el número 


=1 y, por consiguiente, no puede ser menor que 


un número positivo arbitrario dado e, por ejemplo, e = 172. 
demuestra precisamente que el número 2 no es límite de la s 
( nt)" 

Ejemplo 2. Utilizando la defin 
si |q | < 1, entonces 


ón de límite, demuéstrese que 


Resolución. Tomemos todo número !>0 y q0. Puesto que 
para 1920] =| 01%, para hallar valores de z que satisfagan la 
desigualdad |g"—0|<e basta resolver Ja inecuación |q]|" <e 
o bien, para no utilizar los logaritmos negativos (|g]< f), 


(h) > tmación resulta 


Después de la log: 


Lg 


7T € 
e toma V= La] F 


Pol <e. 
n lím q" =0. 


nlo 


Jog (1/0) 
n> e/g „o i 
para todos los > NY se cumplirá la desigualdad 
Puesto que e es todo número, entonces según la definici 


- Por lo tanto, si 


de donde 


ción (2) es evidente, ya que la desigualdad 
ample para todo número n. 
izando la definición de límite, demostrar que 


"Resolución. Mostremos que para todo e >0 existe un número 
de orden N tal que para n > N se cumpla la desigualdad | V 7 — 1 |< 
<e. Puesto que Yn >1, entonces | Y R—1| =Yn—1<e, 
de donde resulta n < (1 + e)”. 

Hagamos uso del hecho de que 


(qe =1 ne +5 (3) 
(aquí hemos empleado la fórmula del binomio de Newton ')) y de- 
mostremos que la desigualdad n < (1 + e)" se cumple para n > 
>1 + 28? Efectivamente, sea n > (1 + e)"; entonces de la de- 


1) Recuérdese que la fórmula del binomio de Newton tiene la forma 


A p ERED gnaga p POTD TÈ) g-as.. -pon 
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sigualdad (3) se desprende que n >E e, de donde n< 
<A +2. Por eso para n >l 2/e la desigualdad n> 
> (1 + 2)" no se cumple y, por consiguiente, se cumple la desigual- 
dad n < (1 i e)" y, por lo tanto, también la desigualdad Yn — 1 < 
< e. Así pues, si se toma V = [1 + 2/e2l, para n >N se cumplirá 
la desigualdad | R — 1 | < e. Puesto que e es todo número, en- 
tonces, según la definición, lim Y 1.0 


Ejercicios. a) Utilizando la definición de límite, demuéstrese 


ques 1. limZElo. 2. lim 2.3. Im mt. 
(Indicación: represéntese la expresión del elemento general de 
la sucesión en la forma £,- (3" — 1).3" = 1—4/3% o bien £n — 


0.6, lim EY 


— 4113") 4. lim O. 


(y 


que lim 2. Determinese el número de orden V 


b) Se conoce 


galdad [122 |<e, 


donde e= 0,1; 0,043 0,001. ( Resp. La i <e 
dad 


se cumple para n>N- |Le—1]. aeg 0,1 la desigua 

se cumple comenzando por V 10; para x 0,01, comenzando 

por N =100; para e- UNO, por N= 1000.) 

Observación 1. Supongamos que (e, ) converge y tiene por sn 
límite cierto número a. Entonces la diferencia (e, — a) ` {tn 
es una sucosión infinitamente pequeña, ya que para todo número 
te un número de orden N tal que para n >N se cumpla la 
desigualdad | æn | - | zn — a | < e '). Por consiguiente, todo ele- 
mento z, de una sucesión convergente que tiene por límite el número 
a puede ser representado en la forma 


comenzando con el cnal se cumple la € 


-2 


desigualdad | 


Ly 440 0) 


finitamente. pequeña 


donde æ, es un elemento de 
(an). Es obvio que es erso: si «e, puede repre- 
sentarse en la forma z, = a tæn} es una sucesión 
infinitamente pequeña, entonces lim x, ~ a (demuéstrese esto por 


sí mismo). La representación (4) será utilizada para demostrar los 
teoremas 3.7 a 3.9 sobre los límites de las sucesiones. 

O Ejemplo 4. Demuéstrese que el límite de la sucesión C, C, 
con el término general x, = C = const es igual al número C. 
va, Him za Co 


1) De aquí, en particula 


. se deduce que toda sucesión infinitamente peque- 
ña es convergente y tiene por su límite el número o 


se 
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Resolución. Efectivamente. la sucesión {zn — C} 
y por eso, en virtud de la representación (4), lim zn 


Observación 2. El limite de la sucesión numérica tiene una inter- 
pretación geométrica. La desigualdad (1) es equivalente a las desi- 
gualdades 


-e< xp —a<e o bien a— e< <a +e!) 


que significan que el elemento z, se encuentra en el e-entorno del 
punto a (fig. 76). Por eso la definición de límite de una sucesión 
puede enunciarse del modo siguiente: el número a se llama límite de 
la sucesión (z,) si para todo e-entorno del punto a existe un número de 
orden N tal que todos los elementos x, con los números de orden n >N 
estén en este e-entorno. 

O Para ilustrar lo dicho retornemos una vez más al ejemplo 1. 

n 

2 4) 
comenzando por el término que lleva el número de orden n= 
= {00 (zwo) caerán al e-entorno dado 
del número a = 1 (—0,01< t, —1 < 
<00 ó 1—0 < zx, <1 + 0,01), 
n ate X osea en la recta numérica pertenecerán 

; al intervalo (0, 99; 1,04). O 
Fig. 76 Cabe señalar que el número N en la 
definición de límite de una sucesión 
depende tanto de la sucesión que se considera como del número 8 
tomado arbitrariamente. Cuanto menor sea g, tanto mayor será 
N (véase el ejemplo 1), a excepción del caso cuando la sucesión 
se compone de un solo elemento. Por ejemplo, la sucesión 1, 1, 1, 
4, +. ., definida por el elemento general z, = 1, tiene por su límite 
el número 1 (véase el ejemplo 4) y la desigualdad | xn — 1 | se 
cumple para todo número N independientemente del número e 

tomado. 

Observación 3. Es evidente que las sucesiones infinitamente 
grandes no tienen límite en el sentido en que hemos definido el límite 
anteriormente. Por eso se considera, por lo general, que las sucesiones 
infinitamente grandes tienen un límite igual a œo y se escribe 

lím x= 002). 


Sie = 0,01 y n >99, todos los términos de la suces 


Si la sucesión {z„} es tal que para todo A >O existe un número de 
orden N tal que para n > Y se cumple la desigualdad zn >A (£n < 
< —A), se escribe lím xn = +00 (lím £, = —0>0). En todos estos 


1) Véase el teorema 41.2 


2) Recuérdese que aquí la sucesión (x,) es tal que para n > N se cumple la 
desigualdad | z, | > A. 
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casos se dice que la sucesión infinitamente grande tiene límite infinito 
igual a 00, -+oo o bien —oo, respectivamente: 
Puesto que hemos introducido el concepto de «límite infinito» 
convengamos en llamar límite finito al definido inicialmente. 
Ejercicio. Cítense ejemplos de tales sucesiones {zn} e (yn) en 
que lím z, = +00, límy„,— —oo y, además: 


1. lim (e, n+Yn)=0. (Resp. {£a} = {nti} e {yn)=t—n).) 
2. im (2,4 yn) = +o. (Resp. {zn}= {2n} e (u}= {—n)) 
3. iim (zn tyn)=1. (Resp. (z }={n+1) e {yn}={—n)}.) 
4. lim (2, + yn) no existe. (Resp. {z,}={n+(—1)"} e {yn} = 


{—n}.) (Argumente las respuestas.) 

2. Propiedades fundamentales de las sucesiones convergentes. 
Antes de pasar a la demostración del teorema siguiente, demostremos 
el lema. 

Lema 3.1. Si lodos los elementos de una sucesión infinitamente 
pequeña (fan) son iguales al mismo número c, entonces c = 0. 

O Demostración. Supongamos lo contrario, es decir, que c 0. 
Pongamos e = |c|/2. Entonces, según la definición de sucesión 
infinitamente pequeña, existe un número de orden N tal que para 
n œN se cumpla la desigualdad |œ, | < e. Puesto que æn = c 

e=|c//2, la última desigualdad puede escribirse en la forma 
le | < | c 1/2, de donde 1 < 1/2. La contradicción obtenida muestra 
que la suposición de que c 0 no puede tener lugar. W 

Teorema 3.5. La sucesión convergente tiene un solo límite. 

O Demostración. Supongamos lo inverso, es decir, que la suce- 
sión convergente (z,) tiene dos límites a y b. Entonces según la fór- 
mula (4) para los elementos r, resulta 


Han Y La =b + Bn, 


donde an y Ba son los elementos de las sucesiones infinitamente 
pequeñas {æn} y {Pn}. Restando de la primera relación la segunda, 
encontramos que %, — fin = b — a. Puesto que todos los elementos 
de la sucesión infinitamente pequeña (%, — Pn} tienen el mismo 
valor constante b — a, según el lema demostrado 3.1 b—« = D, 
o sea, b=a. M 

Teorema 3.6. La sucesión convergente está acotada. 

O Demostración. Sea (z,) una sucesión convergente y el nú- 
mero a, su límite. Sea luego e un número positivo arbitrario y V, 
el número de orden comenzando por el cual se cumple | 2, — a | < e. 
Entonces para todos los números n >N 
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lEn | =| @n — a) + a| jenaj ilal <la] et. 


Sea A máx f] a | + e, | z, alo. 1 1) Es obvio que 
| Zn | < A para todos los números de orden », lo que significa pre- 
cisamente que la sucesión (2) está acotada. MW 

Observación. Una sucesión acotada puede ser también no con- 
vergente. Por ejemplo, la suces EN t 
está acotada, pero no convergente. Efectuemos los razonamientos por 
reducción al absurdo. Supongamos que el límite de la sucesión dada 
os el número a. Esto qu 
también para e 
n >N tendremos | zp 
vamente los valores 1 
HD al <1/2, Util 


—1. se puede escribir | 1 — a | < 1/2 y 
ando estas desigualdades, tenemos 


2=|ti—a = DI<Il—a +la— (1) < 
RE | 
<T7TtT 1 


o sea 2 < E. La contradicción obtenida demuestra ol carácter diver- 
gente de Ja sucesión dada 

O Ejemplo cono 
grande y la sucesión {yn} tiene 1 
40). ¿Qué se puede decir de las suces ) {2n + 9032) {Ynltn Yi 
3) {enlin ? 

Resolución. 1) Puesto que la sucesión {yn} converge, entonces 
según el teorema 3.6 está acotada, o sea, para todos los números n 
se cumple la desigualdad | y, | < A. y puesto que la sucesión {2n} 
es infinitamente grande, comenzando por cierto número de orden n 
se cumplirá la desigualdad | z, | >A + M, donde M es todo nú- 
mero positivo. Entonces comenzando por cierto número de orden r 
se cumplirá la desigualdad 


ln +yli>l12mH1—1g9m1>(4+M—A =M?, 


o sea, | zn + Yu | >M y esto, según la definición de la sucesión 
infinitamente grande, significa precisamente que la sucesión {zp + 
+ yn} es infinitamente grand 

2) La sucesión (Yn/zn) es infinitamente pequeña, ya que puede 
ser representada en la forma: (1/x,)- {yn}, donde según el teorema 3.1 
la sucesión (1/x,) es infinitamente pequeña, la sucesión {yn}, según 
el teorema 3.6, está acotada, y según el teorema 3.4 la sucesión 
{1/£n* yn) es infinitamente pequeña. 


ión fra} es infinitamente 
nito, distinto del cero (y, + 


jon 


1) Véase la llamada en la pág. 109. 
3) Aquí hemos utilizado la propiedad de los valores absolutos |= — y |> 
> ¡21—Iyl (véase el teorema 1.4). 
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3) Puesto que la sucesión (yn/z,) (véase el caso 2) es infinita- 
mente pequeña, entonces, según el teorema 3.1, la sucesión (x,/yn) 
es infinitamente grande. Y 

Demostremos los teoremas siguientes. 

Teorema 3.7. La suma (diferencia) de dos sucesiones convergentes 
den) e {yn} es una sucesión convergente cuyo límite es igual a la suma 
(diferencia) de los límites de las sucesiones {zn} e (yn), o sea, 


lím (£a + yn) = lím 2, + lím yn- 


D Demostración. Sean a y b los límites de las sucesiones {zn} 
e (Un). Entonces, según la fórmula (4), 


Ln = atan Y =b 


donde {æn} y (Bn) son las suc 
lo tanto, 


Bro 


iones infinitamente pequeñas. Por 


(En + Yn) — (a + b) = an E Bn- 


Según el teorema 3.2, la sucesión (%, Æ Pn} es infinitamente peque- 
ña. Por lo tanto, la sucesión ((2, + yn) = (a + b)) es tamdién 
infinitamente pequeña y por eso la sucesión (x, + yn} converge 
y tiene por límite el número a + b. 

O Ejemplo 6. Se conoce que la s 
sión {yn} diverge. ¿Qué se puede de 
sión (2, + yn)? 

Resolución. Efectuemos los razonamientos por reducción al 
absurdo. Supongamos que la su n {zn + yn) converge. Entonces, 
según el teorema 3.7, la suce: {un} también converge, ya que 
un) = [len + Un) — zn}. Pero según los datos del problema 
sucesión (y) diverge. La contradicción obtenida demuestra que la 
sucesión (Zn + yn} diverge. O 

Teorema 3.8. £l producto de dos sucesiones convergentes (c,) € 
fn), es una sucesión convergente cuyo límite es igual al producto de los 
ímites de las sucesiones {xn} e {yn}, 0 sea, 


esión [z,) converge y la suce- 
r de la convergencia de la Suce- 


lím (2, -4,) = lím z, 


O Demostración. Sean a y b los límites de (x,)e {yn}, respecti- 
vamente. Entonces, según la fórmula 4, 


En =a + On, Yn =b + Pns 


donde {æn} y (Bn) son sucesiones infinitamente pequeñas. Por lo 
tanto, 


Ent Yn — a- b = aBn + ban + anpa- 
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Según los teoremas 3.2 a 3.4 la sucesión (af, + ban + 2. Bn) es 
infinitamente pequeña. Así pues, la sucesión (z,Yn — ab) también 
es infinitamente pequeña y por eso la sucesión {zn* Yn} converge 
y tiene por límite el número a- b. W 

O Ejemplo 7. Supongamos que la sucesión {zn} es una progresión 
geométrica que tiene por razón q, con la particularidad de que 
gl <1 y z, +0. Demuéstrese que 


(5) 


y lím q" — 0 (véase el ejemplo 2), entonces, pasando al límite para 


n =o y empleando los teoremas 3.7 y 3.8 resulta 


A A ES 
MaS Mm 727127 Um 3271270327 0 


cerda 
El límite (9) se llama suma de una progresión geométrica infinita de- 
creciente y se designa de ordinario con S. 

Por ejemplo, la suma de la progresión geométrica infinita 


+ -:»» donde x,=1, ah, O Sen, 


decreciente es 1; $; + 


lal=F<1, es 


1 


S= lím S, = 


no 


Teorema 3.9. El cociente de dos sucesiones convergentes (un) € 
(Un) es a condición de que el límite {yn} sea distinto del cero 1), una 
sucesión convergente cuyo límite es igual al cociente de los límites de 
las sucesiones {zn} e {yn} o sea, 

lim zn 
lim En. — 120 


O Demostración. Sean a y b (b 40) los límites de las sucesiones 
{zn} e (Un) respectivamente. Entonces, según la fórmula (4), 


In =4 + On, Yn =Ù + Bn, 


1) Según la condición lím yn # 0 los elementos y comenzando con cier- 


to número de orden W no se anulan, por eso el cociente {zn/Yn} tiene razón para 


todos los números n > N. 
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donde {æn} y (Bn) son sucesiones infinitamente pequeñas. Por con- 


siguiente, 


Ina den—aya Plata) —abtB) 1 a 
wi in m lo): 


Conforme a las propiedades de las sucesiones infinitamente gran- 


des el factor an — f Pn es ucesión infinitamente pequeña. 


Mostremos que (1/y,) es una s ón acotada. Puesto que y, —> b, 
b 0 para n— œ, entonces para e > | 0 |/2 habrá un número de 


orden N tal que para todos los n >N sea |y, —0]<1b//2 
Entonces 
Lyn 11609) 110119 —01> 101 pL EL, 


de donde | yn | =>101/ 
todos los n => N lo que s 
está acotada. 


y, por lo tanto, | Iy, | < 
ica precisamente que la suces 


Según el teorema 3.4 la sucesión E (a4 Bapes infinita- 
mente pequeña, por eso la suci fænlyn — a/b} también es infi- 
nitamente pequeña. Por consiguiente osión (2, /9,) converge 
y tiene por límite el número a/b. W 

Los teoremas dem dos en este 
primordial tanto teórica como prá 
teoremas su apli a 


bpárrafo tienen importancia 
la sencillez de estos 
ran dificultad para muchos 
principiantes. E: bre todo tener presente el hecho de 
que el empleo de los teoremas exige la existencia de límites finitos. 
Mostremos qué errores pueden cometerse si no se tiene en cuenta 
este hecho. 


j aon fönti 
Consideremos la sucesión ES. Por un lado, 


lim ŽE! lím (5+2 


y por el otro 


A OE A 
lim 5 lim 540 5 


A lim En-ED) 
im 5n+1 nam 


Hemos obtenido la igualdad in 


Consideremos la sucesión { 
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y porel otro. 


æ- (1, 
Hemos obtenido la iguald aN 
Por último. consideremos la sucesión 1. 1, 1. Lo... que Lieno por 
elemento general z, 1. lado, lím 1 =1 y porel 


otro, 


lim 4 lim pin 


-I — lima -00—00 N 


Hemos obtenido una ve dad incorrecta 1 u. 

En todos los casos considerados humos cometido un gran o 
hemos empleado incorrectamente los teoremas de los limite 
cociente, del producto y de la diferencia, o sea, las sucesiones 

iD {a} y {n 1) no tienen límites finitos. 
Nótese una vez más que la notación lím z, = œœ no designa 
ningún número y es sólo la expresión de q © los elementos de la 
sucesión (£,) crecen indefinidamente en val®” absoluto, Por eso el 
simbolo æ no puede tratarse al igual que losOMúmeros y no se puede 


Ara e 
escribir Z Lóco.b O. o bien oo os o 


Las faltas de tal género se enenentran con frecuencia al deter- 
minar el límite de una sucesión dada en forma de una razón de dos 
expresiones o en forma de la diferencia de éstas. Por ejemplo, el 
teorema del límite del cociente no puede ser empleado inmediatamente 
si el numerador o el denominador no tienen límites finitos o el límite 
del denominador es igual a cero. En tales casos es necesario transfor- 
mar previamente la sucesión dada. A me útil dividir el nume- 
rador y el denominador por la 1 n o multiplicarlos por 
ésta. Esto procedimiento será utilizado reiteradamente a continua- 
ción. 

Consideremos ahora los ejemplos más tipic 

O Ejemplo 8. Hállese lim irii 


Resolución. Para 1-= 00 el numerador y el denominador tienden 
hacia el infinito y no se puede aplicar inmediatamente el teorema 
del límite del cociente. ya que en la is de este teorema se 
supone la existencia de lí itos. Por eso primero transforme- 
mos la sucesión dada dividiendo el numerador y el denominador 
por 2%. Luego. empleando el teorema del límite del cociente y el del 
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límite de la suma, hallamos 
lim (241/n41/n%) 
Tim (81/13) 


en tati 24 Mn Ant 
o a 


lim 24 lim (1/0) + lim (1/08) 


i 24040 _ 
n? Tm 3= Tm amy =- 
Ejemplo 9. Hállese lím (+ nz) 


Resolución. Al igual que en el ejemplo 8, en el primer 
sumando de la expresión que está bajo el signo del límite no se puede 
utilizar inmediatamente el teorema del límite del cociente. Por eso, 
dividiendo primero el numerador y el denominador por n y luego 
empleando el teorema del límite del cociente y el del límite de la 
suma, encontramos 


lim 22 —lím 7 — a 


A A ET ET 


El segundo sumando de la expresión que está bajo el signo del 
límite puede considerarse como producto de la sucesión acotada 
fren n) (| sen n |< 1) y de la sucesión infinitamente pi ueña fm). 
egún el teorema 3.4 el segundo sumando es una sucesión 
te pequeña y su límite es l a cero. Por consiguiente, finalmente 
resulta 


Lim (tna) - 


apit n 


z+ lím (sen n- 1) 


Adquirida cierta práctica, la notación detallada puede ser abre- 
viada. 


Ejemplo 10. Hállese lí 


Resolución. Tenemos 
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— 3/n) está acotada (muestre 
fin} es infinitamente grande 
te) y según el teorema 3.1 la 


es infinitamente pequeña. Por consiguiente, 


ya que para n= œ la 
esto por sí mismo), l 
(muestre esto de n 


3 
sS Gr 
en virtud del teorema 3.4, 


tim [2 I Ta 


Ejemplo (ff. Hällese Tím 


ra independ 


sueo 


Resolución. Tenemos 


ya que para n=» œ la sue ten) (2 -+ 4/12) es convergente 
(En => 2), la sucesi } está acotada (muestre esto de manera 


entonces la sucesión dada, en virtud del teorema 3.1, es infinitamente 
grande y su límite es igual a co 


Ejemplo 12. Hállese lím ti 

Resolución. Aquí, aunque en el numerador hay una suma, no se 
puede aplicar inmediatamente el teorema del límite de la suma, 
puesto que el número de sumandos no es finito y depende de z (con el 
aumento de z el número de sumandos tambi aumenta). Por eso, 
efectuemos una transformación. Puesto quel + 2 434... -+m 
es la suma de los términos de la progresión aritmética que tiene por 


razón d 


2, entonces 


Ejemplo 13. Hallar lim Eq 


Resolución. Puesto que 144 + +... q" es la suma de n+1 
términos de la progresión geométrica que tiene por razón q (en el 
numerador g= 1/2 y en el denominador g= 1/3) y esta suma es 
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igual a 


a ETE 


) 0—0 a1 


lim G 41 i a 
ADA Aa TA Ş 
Ejemplo 14. Hállese lím [5 4 sa] 
7 wask E nati J 


> Tenemos 


Resoluci 


Ejemplo 15. Hállese lim ( 
Resolución. Puesto que oœ (muéstrese eslo 


por sí mismo) y lím ESI oo (muestre esto de manera 


puede aplicar inmediatamente el teorema del 
formemos la expresión 
mite, reducióndola al denominador co- 
ador y el denominador por »*. Luego, 
vite del cociente. producto y diferencia, 


independiente), no's 
límite de la diferene 
que está bajo el signo del 
mún y dividiendo el nume: 
aplicando el teorema del I 

encontramos 

p A 3n? 


A v 10 1 
lo (op) masa mora T 


10 


- (Resp. 0) 3. Mm pan (Resp. 10.) 


los li 


Sl) -n 


(Resp. co.) 


(esr. $. 


Indicaci Órmese previamente el numerador, utilizando la 
fórmula 12422 ne PUEDCItO demostrada en 


| el ejemplo 1 del cap. 1, $ 6.) 8. 
i 


(Resp. 0.) 
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Paso al límite en las desigualdades 

Teorema 3.10. Si los elementos de una sucesión convergente {In} 
comenzando por cierto número de orden satisfacen la desigualdad £, > 
E> b (ra S b). entonces también el límite a de esta sucesión satisface 
la desigualdad a> b {a< b). 

O) Demostración. Supongamos que lodos los elementos zu, co- 
menzando por cierto número de orden, satisfacen la desigualdad z, > 
b. Se necesita demostrar la desigualdad a% b. Snpongamos lo 
contr 

Puesto que a es el límite d 
número de orden X tal que p apla la desigualdad 
iz, — a | < b — a, la enal es alente a las dos aldades 
siguientes: (6 — a) < tn — a < b — a. Del segundo miembro 
de la desigualdad resulta Zn < h, pero miradice la hipótesis del 
teorema. BI caso Tn < ra de un modo análogo. 

Observación. Del teorema se deduce que el signo de una desigual- 
dad no estricta se conserva al pasar al límite, Sin embargo, al pasar 
al límite en una desigualdad estricta, z, >D (£a < b), puede 
aparecer también el signo de la igualdad, a sea, az> b (a< b). To 
memos, por ejemplo, la sucesión (17, }. ES evidente que £n = Ln > 
>0(b V) para todo número de orden n, mientras que 
Lim (Un) 0 da 0). 


io, que a < h. 


b — a existe un 


O Ejemplo 16. Sean iim z, ay lím y, b, con 
la partjenlaridad de que comenzando por cjertto número de orden n 
se cumple la desigualdad z, < yn- Demuéstrose que a< b. 

Resoluci Efectivamente, comenzando por cierto número de 
orden n los elementos de la sucesión {ya — Zn} son no negativos 
Š por eso, en virtud del teorema 3.10, también es no negativo su 
imite: 


lim (Ya — Lu) = lim ya — Jim tn b— apt, 
de aquí se desprende gue a< b. e 
Ejercicio 1. Sea lim xn -c y sean todos los elementos 


Z, Ela, òl, o sea, a zu < b para todo número de orden m. 
Demuéstrese que también el límite c € la, bl, o sea, a< c< b. 
2. Cítese un ejemplo de una sucesión cuando al pasar al límite la 


desigualdad estricta no se conserva. (Resp. ht +) 


El teorema siguiente desempeña importante papel en diferentes 
aplicacione: 


11. Supongamos que se dan tres sucesiones {£n}, {Yn} 
y {zn} relacionadas mediante las desigualdades Ta < Yn < Zn para 
todos los números n. En este caso si {zn} y {Zn} tienen el mismo 
límite a, entonces {yn} también tiene el límite a. 
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D Demostración. Tomemos todo número e >0. Para este e en la 
sucesión {zn} habrá un número de orden N, tal que | z, —a|<e 
para todos los números z >N,, o sea, 


EZ a+ e (6) 


a 


Para este mismo número e en la sucesión (2,) habrá un número 
de orden N, tal que | zn — 4 | < e para todos los números n > Ns, 
o sea, 

(7) 


n >N se cumplirán 
ilizando sus miem- 
aldades dadas en la hipótesis 


a—e>:. <a 


Tomemos N = máx (Ny, Va). Entonces para 
simultáneamente las desigualdades (6) y (7). U 
bros subrayados, así como las desigi 
del teorema, se prede escribir 


a—e<r, 


Sin Sape para n>N. 


De aquí 
a—e<y,y Kate o bien |y —a|<e para n>N. 


Lo último significa que a es el limite de fy, JW 
O Ejemplo 17. Hállenso los límites de las sucesiones asignadas 
por los elementos generale: 


A 
A 1 i 1 
a s 
Resolución. Demostremos que lim z, = lims, f. En efecto, 
r oi n " ji 
m Ta po Vi Fn HVT Un ka VIS Tn 


Puesto que 1< V TF in < 1+ t/n, mientras que lim (1-+ Ln) 1 


y lím1= 41, entonci 


consiguiente, lím £,- 1. 


Análogamente se d 


según el teorema 3. 


nuestra que lim z, 


Demostremos ahora que 


1 
VFi 


n sumandos 


1 
n< 


de dos ti 
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por otro 


1 n 
M> a Sahii 7 n 
Y Vina Vi Va 
o sea, resulta £y < Yu < Zn- Y puesto que según lo reción demos- 
trado lim a lím zą f. entonces, aplicando una 


vez más el teore 


nos que lím yn 1.0 


a 3.14. obtene 


mos que los elementos de las sucesiones {za} 
as desigualdades O za < yn para todos los 
números de orden n y que la sucesión (y,, } es infinitamente pequeña. 
Determinese: existe o no el límite de la sucesión {zn} y si existe 
Pa qué es igual y por q 


PREGUNTAS PARA EL AUTOCONTROL 


1. Enúnciese la definición de límite de una sucesión. Dese la interpreta- 


ción geométrica 
2. Citese un ejemplo cuando el número de arden N cu la definición de limite 

à sucesión depende de +; no depende de 

. ¿Es infinitamente pequeña una 

A. [Es infinitamente 

¿Puedo una sucesi 

¿Puede una sucesi 

un ejemplo de una sue 

ejemplo de una su 

È emplos de sue 

la sucesión al crecer n se aproxi 

simultáneamente. 
10. ¿Qué suces 
14. Supongamos que en e 

la sucesión frn). ¿Se deduce 


12. Supongamos que en todo entorno del pun 
la sucesión {rp}. ¿Se deduce de esta hipótesis qu 


den 


tada que no sea convergente, 
ión convergente y acotada. 

rgentes cuando: a) los elementos de 
e sólo por un lado; b) por dos lados 
ción geométrica. 
vergente? 

torno del punto a h 
hipótesis qu lim sn 


* muchos elementos de 
a? 


a hay muchos elementos de 
lim zp =a? 

ros tenor limite negativo 
ivo? 

na desigualdad estricta 


t3. ¿Puede una sucesión coa elementos po: 
y una sucesión con elementos negativos tener limite po 

14, Cíteso un ejemplo cuando al pasar al límite 
so conserva (no se conserva). 

15. Enúnciese el teorema de tres sucesi 


$ 3. Sucesiones monótonas 


1. Definición y criterio de convergencia de las sucesiones monóto- 
nas. 

Definición. La sucesión {zn} se llama creciente si 2, < 2, < t, < 
LA L En n Z. -i no decreciente si SRLS.. S 
Laar- -> decreciente al z, 22, Za >.-. >—% > 
> Za >--- ho creciente si 2 >2¿> gae e Sa F Sa Pre e 
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neesiones si 


por el nombre común de monótonas 
Las suer ntes so denominan también 


estrictamente monőton 


es ereriontes v deer 


Consideremos algunos ejemplos de sucesiones munótenas. 
! 1 1 
s ge e eS alecreciónte y 
TEA o Un, Wn, es no 
sucesión 1. aae m, șes creciente y no acotada, 
acesión 1. 1. 2, 2,3,3... m, n. es no decreciente 


y no acotada. 

5) La sucesión 12, 
y acotada. O 

Al investigar la monoto 
ante todo, el signo de la dife 


oo med Ms es creciente 


a de las sucesiones concretas se aclara, 
i £, 0 bien (para las suce- 


Tan 


n la unidad la razón Hna 


O Ejemplo 1. Demuéstrese que la sucesión que tiene por elemento 
general Zn 


siones positivas) se compara 


n es monótona creciente. 

Resolución. Es necesario demostrar que 2,4 =>, para todo n 
Determinemos za, reemplazando n por n |- 1 en la expresión pa- 
a e 


ú nti ntt 
Tan TF mF 


Comparemos los valores de las frac 
1 


Mes La Y Tan 
n- 


para esto rednzcámosl Y denominador común. Resulta 


ENTE” 
AED 


Caga 


Pari 


Puesto que 2n* + 3n +1 220% | 3n, la primera fra 
que la segunda, por lo tanto, £a sı >2p para todo m 
lo que quería demostrar. 
Ejemplo 2. De 
general z, 
Resolue 


ceión es mayor 
iero n, que es 


o la sucesi 


y que tiene por elemento 
es monótona decreciente. 


tudo 


“u pa 


número n. Mn electo. consideremos la relación entre el término 
sucesivo Za y y el precede 

m rhn 1 1 

Zn Eg a e 
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Por consiguiente, zn > Zap para todo número n, que es lo que se 
quería demostrar. 0 

Nótese que las sucesiones monótonas están acotadas al menos por 
un lado: las sucesiones no decrecientes, inferiormente (£n > z, Para 
todos los números n); las no crecientes, superiormente (2, S 21 
para todos los números n). Resulta que si una sucesión monótona 
está acotada por ambos lados . simplemente acotada, ella 
converge. Las suci no poseen esta propiedad. 
Por ejemplo, l {(—1)“} está acotada, pero no 
converge (véase la observación para el teorema 3.6). 

Tiene lugar el siguiente teorema fundamental de las sucesiones 
monótonas. 

Teorema 3.12. Una sucesión monótona acotada tiene límite. 

O Demostración. Consideremos el caso de una sucesión monó- 
tona no decreciente. Sea z, S 24 S Ta- - S Lu S Ln 1 < +++ y Sea 
que existe un número M tal que todos los elementos z, no son mayo- 
res que M, o sea, z, S M. Consideremos el conjunto numérico X 
compuesto por los elementos de la sucesión dada. Según los datos 
del problema este conjunto está acotado superior e inferiormente. 
Por eso, en virtud del teorema 1.1, el conjunto X tiene una cota 
superior exacta. Designémosla por a y mostremos que a es el límite 
de la sucesión dada. 

Puesto que a es una cota superior exacta del conjunto de los ele- 
mentos de la sucesión (2, ), según su propiedad para todo número e > 
> habrá un número de orden V tal que zy >a — e. Puesto que 
tzn} es la sucesión no decreciente, para n > N tenemos 7, >a — e. 
Por otro lado, conforme a la definición de la cota superior, 3, <a < 
<a | epa eros n. Por lo tanto, para n > N obte: 
nemos las a<e<x. <a te de las cuales se 
deduce la desigualdad |x,—«|<e. Lo último significa precisa- 
mente que el número a es el límite de la sucesión {Za}. 

El caso de la sucesión monótona no creciente es análo- 
go. E 

Observación. La condición de que n ucesión monótona esté 
acotada es una condición necesaria y suficiente de su convergencia. 

En efecto, si una sucesión monótona está acotada, en virtud del 
teorema ella converge; en cambio, si una sucesión monótona conver- 
ge, según el teorema 3.6 ella está acotada. 

O Ejemplo 3. Demuéstrese que la sucesión que tiene por término 

ni 


general en — 2} converge 


hállese su límite. 


Resolución. La sucesión dada tiene la forma £, 


nt 
qm +++ + Demostremos primero su convergencia. Para e 


to, 


evidentemente, basta mostrar que la sucesión dada es monótona 
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y acotada. Efectivamente, 


Enn _ (t 
än RADM m 


Puesto que TF < 1, entonces Zay < Zn y, por lo tanto, la 


sucesión es monótona decreciente y está acotada superiormente. 
Como z, >O, ella está acotada inferiormente, verbigracia, por el 
cero. Por consiguiente la sucesión es monótona y acotada. Según el 
teorema 3.12 ella converge, es decir, tiene un límite finito. 

Vamos a determinar este límite. Designémoslo por a. Puesto que 
todos los elementos £n > 0, según el teorema 3.10 a> 0. Aquí haga- 
mos uso de la desigualdad de Bernoulli !): 

(l +h)" > 1 nh (h >—1) 


realizando su demostración por inducción, Para n — 4 la desigualdad 
es evidente (en este caso ella se convierte en igualdad). Supongamos 
que es válida para n y demostremos su validez para n = k 4. 
Multiplicando ambos miembros de la desigualdad por (1 +1) (el 
signo de la desigualdad no cambiará, ya que 1 +h >U), resulta 


(y SA H kh) A) kh -+h 4- khè S1 (k-14) h 


(ya que kh?> 0), que es lo que se quería demostrar. Continuando la 
resolución del ejemplo. tenemos 


e (EJ 


Ena n 
MD 


SH, o bien ru <-Lx,. Pasando al 


Úímite en la última desigualdad cuando n—» œ, obtenemos la desi- 
1 


Por Jo tanto, 


nl 


gualdad a< -7 a, de donde «0. De esta manera, lim 7 


0. 


Ejemplo 4. La suce 
mente 2, Y 2, tng 
tiene un límite y Rállese. 

Resolución. sucesión dada tiene l; 


VE i vV 


da por la relación recu- 
strese que esta sucesión 


forma 


Ys 


es 
Vamos a comprobar el hecho de que el límite exista. Para esto 
determinemos que la sucesión es monótona cotada. Do la desi- 


3) Jacoho Bernoulli (1654-1705), matemático suizo. 
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guskdad 
se desprende que s ótona creciente 
y está acotada im a sucesión está acotada 


V2<2, enton- 
H<VzIT 


Supongamos que queda demostra desigualdad z, <2. Enton- 
a an eVe y ya que 2, < 2, por dadus: 
ción resulta demostrado que para todo n se cumple la desigualdad 
rn < 2, o sea, la sucesión está acotada también superiormente. 

Así pues, queda determinado que la sucesión dada es monótona 
y acotada, Según el teorema 3.12 ella tiene un límite finito. Ahora, 
sabiendo que el límite existe, vamos a encontrarlo. Sea 
lím z, =a. Entonces también lím za, -- a, ya que el elemento 
e 
general Zp, asigna la misma sucesión que z,- Elevando al cuadrado 
la igualdad za V ZF zn, resulta zh, = 2 + zn. Pasando al 
límite en esta igualdad cuando n= 0o 

lím 23, ,=lím (242), 

nam ed 
Jlegamos a Ja ecuación a? = 2 + a. Resolviendo la ecuación obteni- 
da, hallamos a, = 2, a, = — 1. Puesto que, según lo demostrado 
anteriormente, la sucesión (z,) crece y según los datos del problema 
zı >0, el límito debe ser positivo, por lo tanto lim z, =2. @ 


naa 
Nótese que el teorema 3.42 determina sólo el "hecho de que el 
Jímite existe y no habla nada d mo lí mite, Sin embargo, en la 
teoría de los límites esto también tiene gran importancia. A veces 
es importante sólo saber que el límite exis 
2. Número e. Consideremos la sucesión (x,) que tiene por 


elemento general 2, =- (1 + 4)": 


¡Aya n 
A (t A 

y demostremos que ella converge, Para esto basta mostrar que la 

sucesión {z} es creciente y est superiormente, 
Aplicando la fórmula del binomio de Newton, resulta 

nut) 
ar 

nAn 


n(n— —2 1 


ramten 
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Representemos esta expresión en la siguiente forma: 
dr (1-4) +a (1) (17) +++ 
rl) 1) (A. a) 


De modo análogo escribamos el elemento n- 1: 
t i t 1 1 2 
22 (1) br (141) (1-1) + + 


(1 mT) (1-1) (1-5). 


Ante todo, notemos que (1 4) < (1 +.) para O< k< n, 
osea, cada sumando en la expresión Zn4, es mayor que el sumando 
correspondiente en la expresión z, y, además, en comparación con Zn 
en Zn, se añade un sumando positivo más. Por eso Zn < Zn», 
o sed. la sucesión {zu} es creciente y está acotada inforiormento. 

Para demostrar el hecho de que la sucesión dada está acotada 
superiormente nótese que cada expresión puesta entre paréntesis en 
la relación (1) es menor quo la unidad. Teniendo también en cuenta 
que 1/n! < 1/2"? para n >2, resulta 


PEETRE E E ETE EE E a 


Apliquemos la fórmula para la suma de la progresión geométrica en 
la última expresión; entonces 


Ia Kit 


1—12 


o sea. la sucesión está acotada superiormente. 
Por lo tanto, queda demostrado que la sucesión ((1 + y es 


monótona creciente y ada. Según el teorema 3.12 el 
an límite finito. Este límite se lama umero e. Por con 
según la definición 


tiene 
nte, 


El número e tiene gran importancia en muchas cuestiones de la 
teoría y la práctica. En este párrafo hemos dado sólo la definición 
del número e. En adelante expondremos el método para calenlar 
este número con cualquier grado de precisión 

Aquí sólo señalaremos que puesto que za < 
mente evidente que 2 < r, el número e está enc 
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límites de 2< e< 
ro irracional. En partic 


Se puede demostrar también que e es un núme- 
Jar, este número es la b; de los logaritmos 
naturales que desempeñan en la mater a un importante papel. 

Los logaritmos naturales se designan In z (In z - log,). Vamos 
a establecer la relación entre los logaritmos de los números respecto 
a toda base a >0 y los logaritmos naturales. Para esto hagamos uso 
de la identidad z- aUE% que se deduce de la definición del loga- 
ritmo. Logarítmemos ambos miembros de esta igualdad respecto 
a la base es obtenemos 


In z= In aa" — log, 2 Ina, 


de donde 
logo 2 In o bien log, Mine. 


El número M se Iama módulo de paso 


O Ejemplo 5. Mállese lím (1 ty 


Resolu 


n. Hagamos uso del hecho de que lim (14)" 


Tenemos 
dim (1 LL)" tm [ (14 


ES s= lim (1 + 1)". $i 


lim (1 EA 14 0)=e. 


Ejemplo 6. lHállense los números enteros sucesivos entro los 
cuales se contiene la expre: (1 — 1.01-100), 
Resolución. Representemos la expresión dada en la forma 


k = i 4 y-1007 
5 (14,01 1) =5[1— (1455) È} 


emos el hecho de que 2 < (1 >- 1/n)" < 3. Entonces 1/2 > 
> (1 + 1/a)" >13, —112< —(1 tim)" < —A/3. Adicionan- 
do a cada miembro de la desigualdad 1, encontramos 1/2 < 1 — 
— (1 + 1/m)"< 2/3. Suponiendo n — 100 y multiplicando térmi- 
no a término por 6, obtenemos finalmente 


3<6[1- (145) "]<4 


que es lo que se necesitaba hallar. 9 


Utili 
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PREGUNTAS DE AUTOCONTROL 


1. En las definiciones: a) de las sucesiones no creciente y creciente; 

b) de las sucesi no decreciente y decreciente. 
2. Cílese un ejemplo de uni 
| Cítese un ejemplo de 
4. Demuéstrese el teorema de 
para el caso de una sue 
5. ¿El límite de qu 


ona acotada (no acotad 
a de una sucesión monótona 


¡ón no creciente, 


$ 4. Teorema de los segmentos encajados 


Vamos a terminar el estudio de la teoría de los límites con la 
demostración del teorema que más adelante se utilizará reiterada- 
mente para demostrar otros teoremas importantes. 

Supongamos que se da una sucesión de segmentos la,, bil, laa, 
dal. ++ läns bnl... tales que cada segmento siguiente se contiene 
en el precedente: [a,, WID laz, hala... lans bn lO ¿+ 0 Sea, 


an S ünn << bn para todos los números n (t) 


y supongamos que lim (6, — aa) ~ 0. Llamémosla suce: 
segmentos encajados. Tiene lugar el teorema siguiente. 

Teorema 3.13. Para toda sucesión de segmentos encajados existe 
un único punto c perteneciente a todos los segmentos de esta sucesión, 
o sea. tal que an < c< 

O Demostración. De Ja desiguald 
izquierdos de los segmentos forman una 
ciente 


(1) se deduce que los extremos 
icosión monótona no decre- 


m< a 14M... -<4. <Ú iny . (2) 

y los extremos derechos, una sucesión monótona no creciente 
A A A 6) 
En este caso la sucesión (2) estå acotada superiormente y suce- 


sión (3) está acotada inferiormente, 
todo número n. Por consiga 
sucesiones tienen limite 


que an Kbi y b, >a, para 
ente, en virtud del teorema 3.12 estas 
can lima, =e y lim b, =e". 


Entonces de la hipótesis 


lim (bp — an) = lím b,— 


se desprende que c’ — c". o sea, las ones fan} y {Pa} tiene: 

un límite común. Designando este límite con e, obtenemos que para 
todo número » son válidas las desigualdades a, 0 Üa, o sea, * 

punto e pertenece a todos los seg de la sucesión (1) 
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Mostremos ahora que el punto c es único. Admitamos que exista 
un punto más c, (e, c) perteneciente a todos los segmentos de la 
sucesión (1). Entonces para todo número z debe cumplirse la desi- 
gualdad b, —an>|c —cl y, por lo tanto, lím (bn — 


—an)> | —c1 #0 lo que contradice la hipótesis del teorema. M 

Observación. El teorema no es justo si en vez de los segmentos 
se consideran los intervalos. Por ejemplo, para la sucesión de los 
intervalos encajados 


(0, 1)> (0, 1/2 >(0, 1/4)>...>(0, 112)>... (4) 


no existe un punto que pertenezca a todos los intervalos. En efecto, 
cualquiera que sea el punto c que se tome sobre el intervalo (0, 1), 
siempre habrá un número de orden Y tal que para n >N tenga lugar 
4/2" <c y el punto c no pertenecerá a los intervalos de la suce- 
sión (4) comenzando por el intervalo (0, 1/27). El punto nulo tampoco 
les pertenece, ya que es el extremo izquierdo común de todos los 
intervalo: 

O Ejemplo 7. Constrúyase una sucesión de los segmentos enca- 
jados con el punto c = 1 perteneciente a todos los segmentos. 

Resolución. La sucesión buscada es la de lossegmentos encajados 
(1/2, 11, (2/3, 41, [3/4, 41, 1475, 1), . . . In/(n + 1), íl, . - .. ya que los 
extremos izquierdos de los segmentos forman la sucesión {n/(n -+ 1)} 
cuvo límite para n—» co es igual a 1 (véase el ejemplo 1 del $ 2). @ 


PREGUNTAS PARA ELAUTOCONTROL 


1. Enúnciese el teorema de los segmentos encajados. 
do: Beso la interpretación geométrica de la sucesión de los segmentos enca- 
ados. 
3. Cítese un ejemplo de una suc 
curren al punto c= 3. 


n de los segmentos encajados que con, 


§ 5. Problemas de control 


1. Una sucesión {zn} se asigna por los dos primeros elementos 3, =0 
xa = 1 y por la relación recurrente n42 = Zn+1 — 7n Para todo número n> 1 
etermínese Zoo Y Zass 


3.2. Demuéstrese que la sucesión (3/5) es infinitamente grande. 
són [12802 pas m 
3.3. Demuéstrese que la sucesión Haan es infinitamente pequeña. 


3.4. Demuéstrese la segunda parte del teorema 3.1: si (2, ) es una sucesión 
infinitamente pequeña, (%, # 0) entonces {zn} = (1/a,) es una sucesión 
infinitamente grande. 

Muéstrese que la sucesión no acotada fa") no es infinitamente 


grande. 
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3.6. Demuéstri que la „t 1/2”) tiene por 
limite el número 2 g 

3.7. Demuéstrese que la suce: 25) tiene por límite el múmero 0, 

3,8. Demuéstrese que lim (V r= 

3.9. Demuéstrese que si lim xn =a, entonces lim |zn|= |a]. 


3.10. Se conoce que la sucesión fry ] es infinitamente grande y la sucesión 
fun) tiene un límite finito a + U. ¿Qué se puedo decir de la sucesión (xp +Yn )? 
41. Citense ejemplos de tales sucesiones (ra) e (Yo) de maneta que 

í 


im m0, lim y= y, además: 1) lim zp oy = 09; 
g'im mns 3) lm acyn = i; 4) lim zno no 


exista. 
3:12. Se conoce que la sucesión {7n} converge y la sucesión (un) tiene un 
limite finito a + 0. ¿Qué se puede decir de la convergencia de la sucesión {zn *yn )? 
3.13, Se sabe que las sue tzn) e (Un) divergen. ¿Pueden ono las 
sucesiones tzn i Ynje kéncgn) ser convergentes? ¿divergentes? Argumente 
las respuestas” citando los ejemplos de las sucesiones {n}, 1"), (IP). 


3,14. Húllese: 


4) lim ( L cos 
mo 


3.15. Demuéstrese que lim } a=1 (a es todo n 


3.16. Hállese lim 5 3/70, 


3.17. Hállese lim (VnF n— Vn n). 


3:18. Demuéstrese que la sucesión que tiene por clemento general zn = 


Z converge y determine su limite. 


3.19. Una sucesión {zn} se 
Vir". Demuéstrese que 


gna por la relación recurrente z; 
sucesión converge y hállese su límite. 


4 


FUNCIÓN 


Pasando al estudio de la función nótese que el concepto de función 
es fundamental no sólo en el análisis matemático, donde se estudia 
especialmente, sino en todas las matemáticas en conjunto. 


$ 1. Concepto de función 


1. Definición de la función y conceptos fundamentales. 

Definición 1. Sean X e Y ciertos conjuntos numéricos. Se llama 
función f al conjunto de pares ordenados de números (x; y) *) tales que 
TEX, y € Y y cada z entra en un y sólo en un par de este conjunto, 
y cada y entra al menos en un par. En este caso se dice que al número 
> se le ha hecho corresponder el número y y se escribe y = f (x). El 
número y se denomina valor de la función f en el punto x. La variable y 
se dice variable dependiente y la variable x, variable independiente 
(o argumento); el conjunto X se llama dominio de definición (o de ezis- 
tencia) de la función y el conjunto Y. conjunto de los valores de la 
función. 

En algunos manuales la función se entiende como nna correspon- 
dencia determinada entre los elementos de dos conjuntos. 

En este caso el concepto de correspondencia se introduce como 
primario, lo que provoca, naturalmente, ciertas dificultades en su 
aclaración 2) y. lo principal, en la comprensión exacta del mismo 
concepto de función. En cambio, la definición de función que se 
propone mediante el concepto de conjunto, en primer lugar carece de 
estas deficiencias y, en segundo lugar, responde al nivel moderno de 
la enseñanza de las matemáticas. 

Además de la letra f, para designar las funciones, se utilizan 
otras letras del alfabeto latino y grie por ejemploo y = y (2), 
y = g (z), y =() y = A (z), y -F (z), etc. Con tras letras 
se designan las variables dependiente e independiente. A veces la 
función dependiente también se llama función. 

Junto con el término «función» se usa el término equivalente 
«aplicación» y en vez de y = f (z) se escribe f : z —» y y se dice que 
la aplicación f transforma el número x en número y o bien, lo que es 
lo mismo, el número y es la imagen del número z cuando se aplica f. 


1) Recuérdese que un par de nús 
1 de esto 
números s 


æ dice ordenado si se señala 
1. segundo. Un par ordenado de 
1 primer número e y, el segun 


« on la forma (z; y). donde z 


des 


2) Pruebe, por ejemplo, explicar qué significa el término «correspondencia», 
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Durante los cálculos la notación y = f (z) es de ordinario más 
cómoda que la notación f: zy. Por ejemplo, siempre que se trate 
de transformaciones analíticas, es más cómodo utilizar la notación 
Í (z) = z? que la notación f: x=» 27. 

Supongamos que sobre cierto conjunto X está definida una fun- 
ción f (z); entonces el valor de esta función, correspondiente a cierto 
valor del argumento zo, se designará f (zo). Por ejemplo, si f (2) = 22, 
entonces f (3) = 3? = 9, f (—2) = (— 2)? = 4, etc. 

La función, todos los valores de la cual son iguales entre sí se 
sia constante. La función constante suele designarse con la letra C 

f (z) = C). 

Se dice que la función f (z), definida sobre cierto conjunto X, 
está acotada superiormente (inferiormente) sobre este conjunto, 
si existe un número M (m) tal que para todo z € X se cumpla la de- 
sigualdad f (z)< M (/ (2)> m). La función acotada superior e infe- 
riormente sobre el conjunto X se denomina acotada sobre este conjunto, 
La condición de que la función f (z) esté acotada puede escribirse en 
la forma siguiente: existe un número M > 0 tal que para todo x € X 
se cumpla la desigualdad | / (x) | < AL. 

O Ejemplos. 1) La función / (z) — sen x está acotada sobre toda 
la recta numérica, ya que |sen x |< 1 para cualquier z (M > 1); 
2) la función f (2) = Ż no 
valo (0, 1), ya que no existe un número M tal que para enalquier 
zę (0, 1) se cumpla Ja desigualdad i< . è 

Supongamos que la función y — f (z) definida sobre cierto 
conjunto X y que Y es el conjunto de los valores de la misma ysca 
que ella está acotada superiormente (inferiormente) sobre el con- 
junto X. Entonces el número A/ (m) y todo número mayor (menor) 
se llama cota superior (inferior) del conjunto de los valores de la fun- 
ción Y y el número mínimo (máximo) entre los que limitan el conjunto 
Y superiormente (inferiormente) se denomina cota superior (inferior) 
ezacta de la función sobre el conjunto X, la cual se designa sup f (2), 

x 


Gnt ta). 
pl 


Si el conjunto Y no está acotado superiormente (inferiormente) 
se escribe sup f (2) : + œœ (inf f (2) + — œ). En este caso para 
u 


á acotada superiormente sobre el inter- 


y 
todo número 4 existe un punto 2 € X tal que f (z') >A (f (2) < 4). 
O Ejemplo. La función f (z) = FERN en el intervalo X = (0, 


+00) tiene la cota inferior exacta m = Ò y la cota superior exacta 
M — 1. Efectivamente, la función está acotada sobre este intervalo, 
ya que para enalquier z € 10, co) se cumplen las desigualdades 0< 


<< La =0, AM 1). Asi pues, m y M son, respectivamen- 
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te, las cotas inferior y superior del conjunto de Jos valores de Ja 
función Y = l0, 1). Además, puesto que f (1) >0, entonces m = Ù 
es la cota inferior exacta del conjunto de los Valores de la función. 
Para demostrar que M = t es la cota superior exacta de la función 
f (z) hagamos uso de la propiedad de la cota superior exacta: para 
> ld 3 


TFF - 


todo e >0 existe un número z € [0. - 00) tal que 


ace la última desigualdad 


o bien z> o sea, para z que salis 


z 
se cumple la desigualdad / (z) >1 — e y esto demuestra precisa- 
mente que M — 1 es la cota superior exacta de la función f (z) = 


=i o bien, en las designaciones adoptadas, 1 = 

= sup yu inf. Nótese que la cota superior exacta 
10, 457 FE * 10, =æ EE 

M = Uno pertenece al conjunto de los valores de la función Y: en 


cambio, la cota exacta inferior m -0 
ece a Y. O 

n las funciones pueden realizarse 
tas operaciones aritméticas. Si se 
n dos funciones f y g definidas sobre el 
smo conjunto X y C es cierto número, 
la función C- f (x) se define como función 
que toma en cada punto z € X el valor 
C. f (z); la función f + g, como función 
que toma en cada punto z € X el valor 
j (z) + g (z); f-g, como función que 
toma en cada punto z€ Xel valor 
f (2)- g (z); fjg, como función que toma 
en cada punto zE X el valor f (z)ig (z) (para g (z) 0). 

Sobre el plano la función se representa en forma de una gráfica, 
o sea, en forma de un conjunto de los puntos (z; y) cuyas coordenadas 
están ligadas por la relación y = f (z) llamada ecuación de la gráfica. 

La gráfica de una función puede representar cierta línea «conti- 
nua» (curva o recta) y puede componerse de puntos aislados, por 
ejemplo, el gráfico de la función y = n! (fig. 79). 

Nótese que no toda línea es una gráfica de cualquier función. 
Por ejemplo, la circunferencia z° - y? = 1 no es una gráfica de la 
función, ya que cada z € (—1, 1) entra no en un par sino en dos pares 
de números (z; y) de este conjunto teniendo distintos valores de y: 
n=-V x ey, VT= Č, lo que contradice la exigen- 
cia de univocidad en la definición de la función (fi . Sin embar- 
go, la parte de la circunferencia que está en el semiplano inferior es 
una grófica de la función y = —V I 7 y la otra parte de la 
circunferencia, situada en el semiplano superior, es una gráfica de la 
función y = Y TZA 


$1 


. Representar la 
sario indicar cómo para cada valor 
i valor correspondiente de La finción 
les de representar las funcio 


de represent 
ión / quiere decir que 
argumento 7 se encuentra 
| Existen tres métodos pi 
analítico, tubular y gráfico. 

1) Método analítico. Este método cons 
existente entre las variables se det 
que muestra «qué operaciones y en qué orden ha 


+ la dependencia 
a de una fórmula 
n de cumplirse para 


a) 
Fig. 78 


obtener el valor de la función que corresponde al valor dado dol 
argumento. Consideremos algunos ejemplos. 

O 1. La fórmula y — z? representa la función cuyo dominio de 
definición es la recta numérica (—oo, -+) y cuyo conjunto de los 
valores es la semirrecta [0, +00) (fig. 78, a). 

2. La fórmula y = VT — z? asigna la función cuyo dominio de 
definición es el segmento [—1, 11 y cuyo conjunto de los valores es 
el segmento [0, 11 (fig. 78, b). 

3. La fórmula y - n! hace corresponder a cada número natural 
(o sea, a cada número positivo entero) n el número y =1. 2, 
Por ejemplo, si n = 3, entonces y 6. Por lo tanto, la fórmu 
y = n! representa la función cuyo dominio de definición es (1, 2, 
BL... 1... y cuyo conjunto de los valores es {11 21, 31 
A e) (BB TD). 


+4 osiz>M 
FAS t aF 


1 siru 


da con ayuda de varias formulas, Está 
(0, +09) y el conjunto de sus 
LO y Lig Ne 


La función dada está asign: 
definida sobre toda la recta nu 
valores se compone de tres núm 

5. La fórmula de Dirichlet 


¡Lo sia es un número racional. 
| 


O si or es un número irracional 


2) El término sen procede del 
ático alemar 


Y LG. Dirichlet (I86ò- 1850), maten 
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á definida sobre toda la recta num 
se compone de dos número: 


Esta [unción es 
400) y el 


Fig io Fig. 80 


o puede ser representada 


¡camente 
2) Método tabular. Kepresentemos la tabla siguiente: 


Hagamos corresponder a cada æ escrito en la primera fila de la 
tabla el número y que está debajo de este número z en la segunda 
fila y diremos que la función obtenida está asignada por la tabla. 
El dominio de definició a función dada es el conjunto que se 
compone de nueve números z dos en la primera fila de la tabla 
y el conjunto de sus valores es el e: o que se compone de nueve 
números y escritos en su segunda 

Con ayuda de la tabla se pu gnar la fune 
ro de valores del argumento es finito. 

El método tabular se usa con frecuencia para representar las 
funciones. Así. son bien conocidas. por ejemplo, las tablas de las 
funciones trigonométricas, las tabl < y otras. De 
ejemplo del mótodo tabular de repre una funci ve el hora- 
rio del movimiento de un tren que determina el lugar donde se 
encuentra éste en diferentes instantes de tiempo. 


a sólo si el núme- 
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método grá 


) Método gráfico. Y co de representar una función 
suele utilizarse en la prá < cuando la co- 
rrespondencia entre las v: con ayuda de una 
gráfica. Tal operación se Ha rio «lectura» de los valores 
de la gráfica. En muchos s la las por api- 
ratos autorregistradores. Por ejemplo, para p la presión atmos- 
férica a diferentes altitudes se usa nn apara itorregistrador espe 
cial llamado barógrafo cinta en movi- 
miento que indica 1 ide Ja altitud 

Existen también otros pr presentar funciones, 
por ejemplo, al realizar le p las funciones 
se asignan con ayuda de programas. 

3. Conceptos de fun uesta e inversa. 

Definición 2. Si sobre cierto conjunto X está definida la junción 
z = (o) con un conjunto de los valores Z y sobre el conjunto Z está 
definida la función y] C). entonces la función y $ l4 (PN se lama 
función compuesta de x lo superposición (a veces composición) de las 
funciones q ir) y j ly le varatle z, variable intermedia de la función 
compuesta. 

O Ejemplo. La fi 
definida sobre toda hirecta min 
1=q(0) e 

Definición ean Nr Y ciertos conjuntos y supongamos que se 
3 la junción f. o seu, el conjunto de los pares de números (e: y) (LEN. 

€ Y) en el enal cada nimero e entra en un y sólo un par y cada mime- 
a Cy entra, al menos, en un par. Si en cada par de este conjunto los 
múmeros z e y se cambian de lugar. obtenemos un conjunto de pares de 
los números 14: s). el cual se Hama junción inversa q a la función j. 

Designaremos la función inv con el símbolo z q (y). 
blando en general, la función inversa no es una Tunción. ya 

ar parte no sólo de un par sino lam 
mplo, para la función y r da 
ro y entra en un parh, 

Ey es bivalente 
Y Aresen y para 
ero y borma parte de 
el hecho dado es 


esn 


ióny s 


Y Función compuesta 
ya que oyo JE) sens. 


de varios pares. Asi, pe 
mo inversa oz y es más 
para "y * la funció 
(cada número y entra en dos p 
la unción y © sen r es multivo 
un número infinito de par 
evidente, 

De la definición se deduce que si la función inversa es univera, 
o xea, es uma función en el sentido ordinario, el conjunto de los 
valores Y de la función f sirve de dominio de definición de la función 
inversa q y el dominio de defivición X de la función f sirve de con 
junto de los valores de La fun pongamos. por ejen- 
plo. que la función y fie) a sobre el segmento le, bl. 
el segmento lg, Bl es el con ale la mistoa y cada 
y € le, Bl corresponde exactamente a un número sale Ja, bh. Enton- 
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ces, por definición, sobre el segmento |æ, $] está definida la función 
inversa univoca z = q (y) y de conjunto de sus valores sirve el seg- 
mento la. bl (fig. St). De esta manera. la función y -= f (z) y la 


función inversa z q (9) tienen la misma gráfica. Por ejemplo, 
la función y 5s y la función inversa æ- 1/5y se representan 
gráficamente por la mi 

Si los ejes Or y Oy se ' para lo cual es necesario 


girar en el espacio el plano Ozy alrededor de la bisectriz del cuadran- 
te I en 180%, la nueva posición de la 
gráfica de la función inversa z = q (y) es 
la gráfica de la función y -> q (z) (fig. 81). 

Más adelante continuaremos conside- 
rando las fun nes compuesta e inversa. 
4. Clasificación de las funciones. La 
stante f(z) = C,C = const, la 
potencial 7% (a es todo número), la 
función exponencial a* (0 <a 1), la 
función logarítmica log, z (0< a1) las 
funciones trigonométricas sen z, COs 2, tgz, 
ctgz y las funciones trigonométricas inver- 
sas arcsen z, arccos z, arctg z, arcclg z so 
Maman funciones elementales más simples *). 

Estas funciones desempeñan un importante papel para aclarar 
los conceptos fundamentales del análisis y constituyen la base para 
el estudio de funciones más complicadas. 

Todas las funciones que se obtienen con ayuda de un número finito 
de operaciones aritméticas con las funciones elementales más simples, 
así Como por la superposición de estas funciones constituyen la 
clase de funciones elementales. De ejemplos de funciones elementales 
sirven f (2) = | z| (12] = V3): f (x) = log’ arctg2V% + sen 3z; 
f (2) = Ìn |sen 3z | — earet V3, ete. 
iene lugar la siguiente clasificación de las funciones elementales: 

1) La función de la forma 

P (z) =a" 4a, A + 
donde m > 0 es un número entero y do, 4... -+ dm son cualesquiera 
números, o sea, coeficientes (24 #0). se lama función racional entera 
o polinomio de grado m. El polinomio de primer grado se deno- 
mina también función lineal. 

2) La función que es una rela 
enteras 


de dos funciones racionales 


— am am Ham-3 tüm 
E 


se llama función racional fraccional. 


1) Se supone que el lector tenga una noción de las funciones elementales más 
simples al menos en el marco de la matemática elemental. 
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EJ conjonto de las Inntiones racionales Y racio 
forma la clase de funciones racionales. 

3) La función que está obtenida con ayuda de un número finito 
de superposiciones y cuate es aritméticas sobre las funcio- 


ales fraccionales 


operar: 


Fig. B4. 


nes potenciales 
y que 
Por emplo, fo =F, faer 
(Vis. 
función que no sea 
lunción trascendente. Vales, por 
=sen z, f(x) sens boe 
5. Construcción de las gı 
guiente método de const n delas gráfics 
m el empleo de algunas reglas de com 
gráficas de funcic las. 
Supongamos que se da Fica de la fu 
yamos la gráfica de la función y fr — a). Esta gráfica puede ser 
Wan del modo signiente: partiendo del punto arbitrario x. en 
el que la ordenada f (2) se conoce, dele remos el punta s, en el 
mal la ordenada fe — 0) tiene el mismo valor, o ses. se cumple 


tanto con exponentes er 
onal, se Hama ¿racional. 


ros como con fraccionarios 


Vi w= 


racionales, 


s ete., son funciones 


acional se denomina 
i las funciones f (r) 


ej 


jones. Proponemos ol 
de funciones, que se hasa 
ión valiéndose Ju las 


ny Fa). Const 


107 


la igualdad 
fir, — a) io. 
igualdad basta. evidentemente, que se 


Para que se cumpla 
cumpla la igualdad 


a. s 
de donde encontramos s ad. 

Regla 1. Para obtener la gráfica de la junción y J(e—4) 
a partir de la gráfica de la junción y j (x) es necesario la gráfica de 


Fim. S7 

la función y J r) desplazarla a lo largo del eje Ox en a a la derecha, 
o bien en |a | a la ie 

aplo 1. Utilizando 


sia >14 
Ó Ej 


Jas funcione: 


use las gráficas de 
A 


a log te 2.3. y 


adas están construidas en 
e 


aráficas 


ieas de las fun as 


S4. respecti 


Las 
figs. 
Ejercicios. 


de 


mstrúyanse 


1) En eleto sir 
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Se da la gráfica de la función y = f (z). Vamos a construir la 
gráfica de la función y = f (z) + c. 

Regla 2. Para obtener la ordenada de la gráfica de la función y 
= f(x) | c en el punto z a partir de la ordenada de la gráfica de la 
función y - f (z) en el mismo punto, es necesario desplazar la gráfica 
dela función y = f (x) a lo largo del eje Oy hacia arriba en c, sic >0, 
o bien en |c | hacia abajo, si € < D. 

O Ejemplo 2. Utilizando te e 2, constrúyanse las gráficas de 


y= 4-1 


las funciones: 4. y = zè -+ 3. - sen z + 
icas_de Jas funciones dadas están construidas en las 
86 y 87, respec! 
Ejercicios. Constrú; gráficas de las funciones: 
1. y= 23,2 yosmar—2. B y= 44. h y=V 241. 
5. y=3"—4. Goyo loger+ lo 7.y=V 34d 8 y= 
arclga +. (21. 

Se da la gráfica y 


trúyase la gráfica de la función 


- Fa). 
Regla 3. Para obtener la ordenada de la gráfica de la función y = 
J (x) en el punto z a partir de la ordenada de la gráfica de la 
función y =; f (2) en el mismo punto, es necesario en la ordenada de la 
gráfica de la función y = f (x) cambiar el signo por el opuesto. Así 
pues, la gráfica de la función y - —f (x) se obtiene a partir de la grå- 
fica de la función y -= f (x) mediante la reflexión directa respecto 
al eje Ox. 

O Ejemplo 3. Utilizando la regla 3, constriyanse las gráficas de 
las funciones: 1. y = —z°. 2y —cos z. 3. y = —V z. 

Las gráficas de n construidas en las 


figs. 88, 89 y 90, » 
Ejercicios. Const las gráficas de Jas funciones: 1. y= 
—a. By. A y 5. y= 
(FE). 6 y= logs. T. y= senz. 8. y= —tgz. 


. y- 
o da la g ón y = j (z). Constrúyase la gráfica 
de la función y = f (—2). 

Regla 4. Para obtener la ordenada de la gráfica de la función y = 
=f(—2) en el punto z a partir de la ordenada de la gráfica y 16) 
en el mismo punto, es necesario multiplicar el valor z por — 1. Así 
pues, la gráfica de la función y — f (—2) se obtiene a partir de la gráfi- 
ca de la función y = f (2) mediante la rejlezión directa respecto al 


yanse las gráficas de 
2. y = log, (2). 3. y =3% 


las funciones: 1. y = 
so 
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de las funciones dadas están construidas en las 
Y3, respectivamente. O 


\ pure 


/ 
yrlago / Yrtoy,x 


Fig. 92 Fig. 93 


nstrúyanse las gráficas de las funciones: 1. y= 
loga (—2). 2 y=( E). 3 y=YTz 4y= 
arcsen (— z). 5. y=arcctg (~ z). 

Se da la gráfica de la función y = f (z). Constrúyase la gráfica de 
la función y = kf (2). 

Regla 5. Para obtener la ordenada de la gráfica de la función y = 
= kf (2) en el punto x a partir de la ordenada de la gráfica de la fum 
ción y =[(z) en el mismo punto, es necesario multiplicar el valor de la 
ordenada f (z) por el número k. 

En este caso debido a la multiplicación de todos los valores de 
la función f (z) por k >1 las ordenadas de la gráfica de la función 


Ejercicios. C 
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aumentan k veces y la gráfica de la función y — f (x) «se estira» 
a partir del eje Oz È veces, mientras que debido a la multiplicación 
por k para O< k< 1 las ordenadas de la gráfica de la función 
disminuyen £ veces y la gráfica de la función y = f (x) «se contrae» 
k veces hacia el eje Oz. 

O Ejemplo 5. Utiliz 


do la regla 5, constrúyanse las gráficas de 
las funciones: 1. y 2. y = 2 sen z. 3. y © VVZ. 
Las gráficas de las funciones dadas está struidas en las 
figs. 94, 95 y 9, respectivament 
Ejercicios. Constrúyanse las 


las funciones: 


L 2. y- 4. y= 
5. 6. pE tiaa 8. y 
9. y= $- arccosz. 10. y -Zarctgz. 11. y:-2 logiaz. 


Se da la gráfica de la función y = f (£). Constrúyase la gráfic 
la función y = j (kx). Partiendo de un punto arbitrario z en el cual 
se conoce la ordenada f (2) encontraremos el punto z, en el cual la 
gráfica de la función y -- f (kz,) tiene la misma ordenada, o sen, se 
cumple la igualdad 


Hi) f (kx). 


Para que esta igualdad se cumpla *) es, evidentemente, suficiente el 
cumplimiento de la igualdad z kz}, de donde encontramos z; == 

Le 

Regla 6. Para construir la gráfica y = f (kz) basta dividir el valor 
de x por el número k. 

En este caso debido a la división de todos los valores del argu- 
mento de la función y = f (z) por k ==1 Ja gráfica de la función 
«se contrae» hacia el eje Oy 1/k veces y debido a la división por / 
para O <k <1 la gráfica de la función ra» a partir del eje 
Oy Alk veces. 

O Ejemplo 6. Utilizando la regla t, cons 
las funciones: 4. y = sen 2z. 2. 


y Va 


Las gráficas de las funcione ân construidas en las 
figs. 97, 98 y 99, respectivamente. 
Ejercicios. Constrú las gráficas de las funciones: 1. y 


-Y 


3z. 
mos la gráfica de 


. y = Cos (x/, 
Antes de enunciar la siguiente regla construy 
la función, empleando sucesivamente. varias reg 


2) Compruebe este hecho. 
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O Ejemplo 7. Constrúyase la gráfica de la función 
z +5. 


Fig. 94 Fig. 


i 
2 

A y=arcsen x 
di 

1 


mE 
yrarciend, 


Fig. 98 Fig. 


Separando el cuadrado perfecto, transformemos el trinomio do 
segundo grado reduciéndolo a la forma 


2—8r+5=2 (a+) -2 [0 
2 (1223 


y cumpliremos la construcción en la forma siguiente: 1) consideramos 
conocida la gráfica de la función y = 27; 2) según la regla 5 construi- 
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mos la gráfica de la función y 22%; 3) según la regla 1 construimos 
la gráfica de la función y = 2(x — 2)%; 4) según la regla 2 construi- 
mos la gráfica de la función buscada y — 2 (z — 2) — 3 (fig. 100). 


Fig. 100 Fig. 101 


Hemos obtenido la gráfica de la parábola y = 27? despl 
2 unidades a la derecha y 3 unidades hacia abajo. De un modo al 
se construye la g a de todo trinon de segundo grado. 
Ejercicios. Con se las gráficas de las funciones: 


de la fun 


LA Co 1. Y 
LAG] fyo, 
w= (a) { =f) si f<. 


Regla 7. Para obtener la gráfica de la función y |f (2)| a partir 
de la función y - f (x) es necesario dejar sin cambios los trozos de la 
gráfica y - f (2) que están por encima del eje Ox y reflejar en forma 
especular respecto al eje Ox los trozos inferiores a este eje. 

O Ejemplo 8. Utilizando la regla T, consteúyase la gráfica de 
la función y |z}. 

Construimos la gráfica de la Función y = z (fig. 101). Luego, deja- 
mos sin variar el trozo de la gráfica y z que está situado por enci- 
ma del eje Oz (para z= 0) y reflejamos en forma especular respecto 
al eje Ox el trozo inferior a este eje (para z< 0): como resultado 
obtenemos la gráfica de MEA 

Ejemplo 9. Constrá de la función y -|z b1] 

Construimos la gráfica de la función y = z + 1 (fig. 102). Luego 
dejamos si r el trozo de la gráfica y = z 1 que ado 
por encima del eje Oz (para 7 > —1) y reflejamos en forma especular 


1) Por desgracia, a veces se escribe 


al oiz 


igualdad incorrecta 


o, 
D. 
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respecto al eje Oz el trozo inferior a este eje (para £ < —1); como 
resultado obtenemos la gráfica de la función y — | z +1]. Se po- 
dría obtener esta misma gráfica construyendo primero la gráfica de 
la función y — | æ | y aplicando luego la regla 1. 

plo 10. Constrúyase la grá o la función y] 1—]z1 
icomos la construcción en el orden siguiente: 1) consideramos 
como conocida la gráfica de la función y — | z | (véase la fig. 101); 


a 


2) construimos Ja gráfica y — | z | (según la regla 3); 3) construi- 
mos la gráfica y - 1 — |z] (según la regla 2); 4) construimos la 


gráfica de la función bus 
La å de la funció 


ay 11 —|x)l (según la regla 7). 
y | U=|x 1] está construida on la 


i de la fun 
de la función y = f (| z I). Pu 
ción y = f(x|) es par. por lo tanto, su gr 
al eje Oy. Además, para 2>0/ (121) f(r). 

Regla 8. Para Solehar la gráfica de la junción y => f (| x |) a partir 
de la gráfica de la función y = j (x) es necesario construir la gráfica 
de la función y -f (x) para 20 y rejlejarla en forma especular 
respecto al eje Oy. 

O Ejemplo 11. Utilizando la regla 8, constrúyanse las gráficas 
de las fune -y VIzZT2.y log, | z |. 3. y = sen | xl. 
Las grá las funciones dadas están construidas en Jas 
n 104, 105 y 106, res mente. Y 
veces las reglas 7 y 8 h emplearse simultáneamente, o 
struirse las gi de las funcion 


óny j (x). Constrúyase la gráfica 
o que f (| —z 1) -f(| æ |), La fun- 
es simétrica respecto 


a, 
s que tienen la forma 


deben 


y=l/drld . a i A 
O Ejemplo 12. Constrúyase la gráfica de la función y = | 2 
A] 
La gráfica de la función y - 8z 5 ya ha sido construida 


100). Notando que z? = | z |°, construimos la gráfica 
de la función y 2r? — 8 |z| 5 según la regla 8. Construimos 
una parte de la parábola y = 22% — 8x <- 5 para z> 0 y la refle- 
jamos en forma especular respecto al eje Oy (fig. 107). Según la regla 7 
sonstruimos la gráfica del módulo (fig. 108). © 

En los ejemplos siguientes construiremos las gráficas utilizando 
diferentes reglas sin indicar qué reglas retamente. 


(véase 


O E emplo 13. Constrúyase la gráfica de la función y= 
z+5 
zF3 


Seraranido la parte entera, reduzcamos la función lineal fracc io- 


nal dada a la forma y= li + | y construyamos la gráfica 


z 
nte: 1) cons 
2: 2) construimos la gráfica y= 


eramos como conocida la gráfica 
1 


+5 


an el orden sig 


de la función ; 
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3) construimos la gráfica y 7; 4) construimos la gráfica y= 


=1+= 45 + 5) construimos la gráfica y=|1+- | (fig. 109). 


Nótese que las gráficas intermedias pueden construirse tanto en 
una sola figura como en distintas. En el caso dado conviene cumplir 


1 


Fig. 103 Fig. 104 


Š 
S 


Fig 106 


Fig. 107 Fig. 108 


esto, para mayor evide: 
mismo). 
Ejemplo 14. Constrúyase la gráfica de la función y= 
= (114 1. 
Representemos la fu 


ia, en diferentes 


iguras (haga esto por sí 


n en la forma y= (1/4)! 41= 


3(e-1 
=(1/4) Y 4-1 y realicemos la construcción en el orden siguien- 
te: 1) consideramos como conocida la gráfica de la función 
y=(1/4)%; 2) construimos la gráfica y=—(1/4)% 3) construimos 
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la gráfica y= (1/4) 5 4) construimos la gráfica y= 


A 
a(x- 2) 
=(1/4) ( Y (fig. 110). 
Ejemplo 15. Constrúyase la gráfica de la función y = 
= — arctg (ár — 1). 


Representemos la función en la forma y= — arctg (4z — 1) 


= —arctg4 («-+) y construyamos su gráfica en el orden 


guiente: 1) consideramos como conocida la gráfica de la función 


J 
i 
l 
i 
Fig. 109 Fig. 110 


y=arctg z; 2) construimos la gráfica y= arctg 4z; 3) construimos 
la gráfica y—arctg4 (7——): 4) construimos la gráfica y= 


= —arctg4 (2) (ig. 111). e 
Ejercicios. Constrúyanse las gráficas de las funciones: 
i 3y ár+7 Aya E 


4 
Lyet+ Gp 2 y lo zi. 
5. y=372 6 y=(0,254, 7, y=-—2%-1, 
=— (0,5144. 9. y=2%**. 40, y= —aresen ZĘ, 11. y 


=2arctg (27—4). 12. y=3 arcctg (3z + 1). 13. y = 2 arccos 
42 
—. 
Consideremos ahora las reglas de adición, multiplicación y divi- 
sión de las gráficas. 
Se dan las gráficas de las funciones y, = f (z) e y; 
trúyase la gráfica de las funciones y = f (z) + g (2) 1) 


14. y= — $ arcsen 


g (2). Cons- 


1) La diferencia siempre puede reducirse a la suma: y= f (z) — g (9 = 
= f (2) + [E (0) 
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Regla 9. Para obtener la gráfica de la función y = f (2) + g (2) 
a partir de las gráficas de las funciones y, € y, es necesario adicionar los 
valores correspondientes de las ordenadas de las gráficas de las funcio- 
nes y, e ya. 

O’ Ejemplo 16. Utilizando la regla 9, constrúyase la gráfica de 
la función y= z+ sen z. 

La función y está definida sobre toda la recta numérica. Obtene- 
mos su gráfica mediante la adición gráfica de los valores correspon- 
dientes de las ordenadas Y, € ya; Y = 9, + Ya: 

Construimos las gráficas de las funciones Y = 7 e y, sen z 
(líneas de trazos en la fig. 112). los puntos x 0; ta; ln... 


ga 
Ju-xesenx 


Fig. 111 


tenemos Ya =Ù, Y = zey = y +0 =23, osea, en estos puntos 
la gráfica de la función pasa por la recta y, ~z. En lospuntos 
z= + 2/2 +32; ... tenemos y = +l y zey szl, 
o sea, en ellos adicionamos +1 (respectivamente —1) a la ordena- 
da yy z. Marcando los puntos hallados y uniéndolos por una curva 
suave, obtenemos la gráfica de la función buscada (línea continua 
en la fig. 112). 0 


Ejercicios. — Constrúyanse las gráficas de las funciones: 
1. y= lalt. 2 y=3 4377. B. y= snr- json aj 4. y 
cat. by lei. 6. y r- cos z 


Se dan las gráficas de las funciones y, -f (z) e yas g (e). Cons- 
trúyase la gráfica de la función y — f (x). g (0). 

Regla 10. Para obtener la gráfica de la función y f (x); g (2) 
a partir de las gráficas de las funciones y, e ys es necesario multiplicar los 
valores correspondientes de las ordenadas de las gráficas de las funciones 
Ye Ya 

O Ejemplo 17. L 
la función z- sen 7. 

La función y está definida sobre toda la recta numérica. Puesto 
que las funciones y, = ze ya — sen z son impares, entonces la fun- 


ando la regla 10, constrúyase la gráfica de 
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ción y, como producto de las funciones impares, es par; por lo tanto, 
vamos a realizar la construcción para 2> 0. 

Construimos las gráficas de las funciones y, = Z € y, = Sen z. 
Obtenemos la gráfica de la función y mediante la multiplicación 
de las ordenadas respectivas Y e Ye y = Y + Ys En los puntos 

4] . tenemos Ya = De y — Yi Yo =U y en los puntos 
Y = +1 e y= y (+1) = +7, o sea, los 


N Ya 
OM Ry 


Fig. 113 Fig. 11 


bre las 


puntos correspondientes de la g 
rectas y = Ze Ya ` — z y la grá a» entre estas rectas para 
2 +. Ahora bien a dada es conveniente 
construir la gı ica de la función au: pr 

Para z— 0 + (o sea, a la derecha) las funciones sen z y z son 
equivalentes Ga x ~ x) (véase el $ 6), moreak Yr Yg = Iar = g. 
Construyendo la parte de la gráfic a z> 0 y rellejándola res- 
pecto al eje Oy, obtenemos la gráfica Bobnak (fig. 113). 0 

Ejercicios. Constrúyanse as de las funciones: 

3. y =z |se 


Se dan las gráficas de las funciones y, = f (2) € ys 


trúyase la gráfica de la fun y =L. 
Regla 11. Para obtener la gráfica de la función y = £ = 2 a partir 


de las gráficas de las funciones y, e ya es necesario dividir los valores 
correspondientes de las ordenadas de las gráficas de las funciones y, € Ya 
en los puntos donde y, #0. 

O Ejemplo 18. Utilizando la regla 11, constrúyase la gráfica 


de la función y=, 


La función y está definida sobre toda la recta numérica, a ex- 
cepción del punto z = 0. Construimos las gráficas de las funciones 
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Mn = | z — 1| e y, = z (fig. 114). Obtenemos la gráfica de la función 
y dividiendo los valores correspondientes de las ordenadas de las 
gráficas de las funciones y, e y, en todos los puntos, salvo z = 0. 

De la figura se ve que para => 0 — (o sea, a la izquierda) y — f, 
ver 00 y =p." —œ y para z— 0 + (o sea, a la derecha) 
Ml, ya>0 e y =y/y.> +o. Ahora bien, la recta z= 0 
es la asíntota de la gráfica de la función y. La definición de la asín- 
tota se ha dado en el cap. 5, $ 15, subp. 5. 

En el punto z = 1 tenemos y D, Ya =1 e y = yyy =0- 


1 —L-+ 1, por eso la 


Para x= + œ obtenemos y 


recta y = 1 es la asíntota de la rama derecha de la gráfica de la 


Ar _ 14 


función y y para z= —oo tenemos y =L-1>-t, 


7 
por eso la recta —A es la asíntota de la rama izquierda de la 
gráfica de la función y. Representaremos las asíntotas mediante una 
línea de trazos. 

De esta manera, la gráfica de la función buscada se compone de 
dos ramas representadas en la fig. 114 por una línea continua. 

La gráfica de la función dada puede ser construida también por 
lx—141 


otro método. La funci puede definirse por dos 


fórmulas: 


para r— 120, 2 pora >, 
u= e 
—E2 para 21<0, 12 para <A. 


Construyendo por separado las funciones lineales feaccionales 
y= e y= y conservando sólo aquellas sus partes que 


corresponden a los intervalos indicados, obtenemos la gráfica buscada. 
(Haga esto por sí mismo.) 6 


Ejercicios. Constrúyanse las gráficas de las funciones: 
2x 


EIN 4. y= 


(Indicación para los ejercicios de 4 a 6: desígneso el denominador 
por y (2), constrúyase primero la gráfica de la función y, (£) y luego 
la de la función y = z zE- ) 
Nos queda considerar la regla de construcción de las gráficas de 
las funciones compuestas. El concepto de función compuesta está 
introducido en el subp. 
Se da la gráfica E Ma función we pa. :Constelyase la gráfico 
de la función y = f lẹ (ol 
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Regla 12. Para construir la gráfica de la función y fl (£) es 
necesario primero construir la gráfica de la función u = «y (£) y luego, 
conociendo las propiedades de la función y = f (u), construir la gráfica 
de la función compuesta y = f lọ (2). 


O Ejemplo 19. Utiliza la regla 12, vamos a construir la 


o 


y está de sobre toda la recta numérica, a 
punto r= —1. Primero construimos la gráfica 


n 


| 
1 
1 
1 | 
i] 
1 
1 


Figo 115 Fig. 116 


de la función u A (fig. 115, a) y luego, uti 
zando las propiedades de la función exponencial, construimos la 


a] 


gráfica de la función y=2"= 
Si z= — 1—, entonces => -+o0, y 
Si z— — 1 +, entonces u—> —oo. y 
Si z— —oo, entonces u— 1, y 
Si z> +o, entonces u—> 1, y = 2"> 2, 
Ahora bien, las rectas z =—1 e y — 2 son las asíntotas del gráfico 
de la función y. En el punto z — 1 tenemos u = O, y = 2 = 4. 
Basándonos en los datos obtenidos, construimos la gráfica bus- 
cada (fig. 115, b); la flecha está representada para mostrar que el 
punto (—1; 0) no pertenece a la gráfica. 
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Ejemplo 20. Utilizando la regla 12, constrúvase la gráfica de 


la función y=108:/2 


22" 
o m e agi, R —i 
Construimos primero la gráfica de la función u= Ž75 = 


:=1— fy (ig. 116, a) y luego la gráfica de la función y= 


cial z- Por definición, la función logarítmica 


z 


y= logu está definida sólo para aquellos valores de z para los 


cuales u>0, o sea, 
dades —o<zx<-—2 y 1<x<-+o0, que son el dominio de 
determinación de la función y +logı2 E 


>0 para z que satisfagan las desigual- 


Si 1+>-—oo, entonces u— 1, y= 1l0g 1,240. 
Si x—+—2, entonces u— -4+ 00, y =logyj2u > — 00, 
Si x>-+00, entonces u— 1, y= logu —> 0. 
Si 14, entonces u—»0, y= log ;/2u—-+ 00. 
Ahora bien, las rectas z = — 
de la gráfica de la función y. 


uh 


z Ley -Uson las asíntotas 
donos en los datos obtenidos, 
nstruimos la gráfica buscada 
(fig. 116. b). 
Ejemplo 21. Utilizando la re- 
constrúyase la gráfica de la 
arccos (1/2). 
tes, primero construi- 
la gráfica de la función u =1/x 
117, a) y luego la gráfica de la 
a arccos (1/2). 
función y = 


x 


Fig. 147 Fig. 118 


aquellos z, para los cuales —1<u<1, o sea, para z que satisfagan 
las desigualdades —1 < 1/z< 1. Por lo tanto, en calidad de dominio 
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de definición de la función y = arccos £ sirven dos intervalos: 
=o <r i y I<r< 
Si z — 1, entonces u 


=n 
Si z = |1, entonces u = 

Si z— —oo, entonces u— 0, y = ari 

Si z— +00, entonces u—0, y - arccos u—> 2/2. 


De esta manera, la recta y — 7/2 es la asíntota de la gráfica. 
Basándonos en los datos obtenidos, construimos la gráfica buscada 
(fig. 117, b). e 


Fig. 119 

Ejercicios. Constrúyanse las gráficas de las funciones: 
1 y=2%. 2 y=(F)%. (Resp. Fig. 148) 3. y=2% 
4. y= (4). 5 y 13 e, 6. y 27%, 7, y 2165, 
8. y=2%"". 9, y=2%7%+5_ 10. y=1l0gy2(1—2?). 1. y= 
=10g, PEL. 12. y=10g, |sen z|. 13. y--logyzcosz. 14. y= 
= logi [13342]. 15. y=1l0g (Y I+1+4). 16. y= 
= log > (Resp. Fig. 119.) 17. y=log |z+2l. 
18. y=/logx] +211. 19. y 


arcsen 20. y= 


z—1 
io 

E gie 
zr- > 


Fig. 120. Indicación. Divídase previamente por 2'* el nume- 
rador de la fracción y su denominador). 


= —2arcta 21. y =arcerg L- (Resp. 
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En conclusión notemos que la habilidad para construir las grá- 
ficas de las funciones representadas por las fórmulas tiene no sólo 
una importancia teórica sino también 
práctica. El estudio de las funciones 
es más sencillo y evidente si se acom- 
paña de un examen de las gráficas de 
estas funciones. He aquí por qué un 
ingeniero o colaborador científico, des- 
pués de obtener la fórmula de una fun- 
ción que la interesa, en toqos los casos en 
que se necesita aclarar el carácter general 
de comportamiento de la función y sus 
particularidades comienza a construir el esquema de la gráfica de 
esta función. 

Más adelante, con ayuda del cálculo diferencial, considerare- 
mos métodos más exactos y más perfectos de construcción de las 
gráficas de funciones. 


g. 120 


PREGUNTAS D 


uúnciose la defini En qué consiste la univocidad de 
E dominio du los valores de una 


unción? 


Qué Ñ 
32 Enún q función esté geotada, 
Dése la de perior (inferior) exacta de una función 


5. ¿Qué significa la nota ap fte) = +æ (int f(e) —co)? 


de un; 
ión geométrica. j 
¿una función? ¿Cuáles son los métodos de 


represe 
la fun 


represe 
8, E 


ejemplos 
9. Citense funcione 
10. ¿Qué función se llama elemi Citense ejemplos. 
44, Čitense nn ejemplo de un i. 
12. Enúncionse las de s racional. irracional y tras- 


cendente, Cítense ejemplos. 

13. Descríbause las etapas de construc 
= bf (ka + a) + e. donde 
de construcción de la gráfi 


gráfica de la función y 
neros, si se + el método 


Í t). 


§ 2. Límite de una función 


1. Límite de una función para X — X,. Supongamos que la función 
1 (2) está definida sobre cierto intervalo X 1) y que el punto z, € X 
o bien zp € X. Tomemos de X la sucesión de los puntos distintos 


1) Re xX 


(0, 


le ser todo intervalo fa. bl. (e, da, La, bN 


Mrs 
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de y. 
ES 


Tys as Tas ` (1) 


que converge hacia zo !). Los valores de la función en los puntos de 
esta sucesión también forman la sucesión numérica 


Had dr f (23), Í En) (2) 
y se puede hablar de la existencia de su límite. 

Definición 1. El número A se llama límite de la función j (x) en el 
punto z = xp (o para z— Tọ), si para toda sucesión (1) que converge a za 
de los valores del argumento z, distintos de zp, la sucesión correspon- 
diente (2) de los valores de la función converge a A. 

Simbólicamente esto se escribe asi: 


lím f(x) = A. 


La función f (x) puede tener en el punto z, un solo límite. Esto 
se deduce del hecho de que la sucesión (/(2,) tiene un solo límite. 


Consideremos algunos ejemplos. 
O t. La función /()=C -c 
en cada punto z, de la recta numérica, En efecto. si (1) es cualquier 
sucesión convergente a zo, la sucesión (2) tiene Ja forma €, C, - 
a sea, f (Zn) — C. De aquí sacamos Ja conclusión de que / (zn) > € 


para n=» œ o bien: lim f(z) > C 
saze 
2. La función f (z) > x tiene en todo punto xy de la recta numé- 


riea un límite igual a zp. En este caso las sucesiones (1) y (2) son 
idénticas. o sea, f (£a) — Zn. Por consiguiente, Si zh — Zg, entonces 
Fan) > zo cuando n=» co o bien 


t tiene un límite, igual a C, 


Í (20) = Lo» 


lim f (x)= 


Notemos que es 7 » 1 cuando se necesita 
demostrar que la función / (z) no tiene un límite. Para esto hace 
falta mostrar que existen dos sucesiones (zh) y (25) de los valores 
del argumento z tales que lím zp= lím  2,=a, pero 


las sucesiones correspondientes (/ (x5)) y {f Œn} de los valores 
de la función tienen distintos límites. 


3. La función f (2) sen + (fig. 121), definida para todos los 
puntos z0, en el punto z=0 no tiene límite. Efectivamente, 


tomemos dos sucesiones de los valores del argumento z: 7 
1 1 2 
R C E 


E. PN EEE E ver- 
Z goga ue conver 


1) Se supone que tal sucesión existe. 
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gen a cero. Las sucesiones correspondientes de los valores de la 
TS E), 
(ADAME) et aar) Puesto que f (È) = 


=senmm=0 para todo n y f{ =n 4, 


entonces para la primera sucesión 
lím (2) = 


y para la segunda sucesión 
ln 


lím /(2,)=lím sen 
noo a. 

Por lo tanto, para dos convergentes a cero sucesiones de los valo- 

res del argumento z las sucesiones correspondientes de los valores 


ntos límites. Y esto, por definición de límite 
de una función, significa precisamente que lím f(x) no existe. 


4. La función f(a) = ZEEL 


límite igual a 1. En efecto, tomemos cualquier sucesión de los valores 
del argumento z que converja a cero, o sea, lim ze Oyar + 


iene en el punto z = 0 el 


teoremas 3.7 a 3.9 tenemos 
Fn)jž+limzn—i oo 
Zn —1 Tim zn 1 = 501 
(en este caso z, +1, ya que para z = 1 la función que se considera 
no está definida). Ahora bien, existe a jlin) =1 y ya que 


0, entonces, en virtud de lo 


éste no depende de la elección de la sucesión fz, } convergente a cero, 

entonces en virtud de la definición de límite de una función conclui- 

mos que lim f(x) = 
xo 
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5. La función de Dirichlet, cuyos valores en los puntos racionales 
son iguales a la unidad y en los irracionales, a cero, no tiene Jímite 
en ningún punto x, de la recta numérica. Efectivamente, para una 
sucesión de L s del argumento que converja en el 
punto z, el límite de la: nes correspondientes de la función 
es igual a la unidad y para una sucesión de los valores irracionales del 
argumento que converja en el punto z, el límite de la sucesión corres- 
pondiente de los valores de la función es igual a cero. O 

Existe otra definición de límite de una función 

Definición 2. Æl número A se llama límite de una función f (2) 
en el punto x — £p si para todo número e > existe un número ô >0 
tal que para todos los puntos z € X, £ ++ £. que satisfacen la desigual- 


dad | 2 — zo | < ò se cumple la desigualdad | f (z) — A | < e. 

Las desigualdades z Æ Zo, | z — £o | < 5 pueden escribirse en la 
forma O< |z — Ty | < ô. 

La primera definición se funda en el concepto de limite de una 


rse definición «en el lenguaje 
ión se Hama definición «en 


sucesión numérica y por eso suele Iam 
de las sucesiones». La segunda definici 
el lenguaje e — ò. 

Teorema 4.1. Las definiciones primera y segunda de límite de una 
función son equivalentes '). 

O Demostración. 1) Sea A el límite de / (z) en el punto z, con 
forme a la primera definición. Mostremos que A es el límite confor 
me a la segunda definición. Supongamos lo contrario, o sea, que A 
no es el límite de esta función conforme a la segunda definición. 
Esto quiere decir que no para todo número e > se puede indicar 
tal $ >( que de la desigualdad O < | £ — To | < Ô se deduzca la 
igualdad | f (z) — A | < e, osea, existe tal e £o >0 para el cual 
cualquier 3 >Ü que se tome habrá al menos un punto £ + z tal 
que | z — zo | < 8, pero | / (z) — A |> ty. Elegiremos en calidad 
de 8 sucesivamente los números 


Entonces 
para 5 — 1 en X existo tal z} 42, que 
[a —vI1<1ty1f6)-4l>w 
para ô — 1/2 en X existe tal z} 4, que 
|2, — zo 1<112 y 1/(22)— A |> 8o 
para ô= 1/3 en X existe tal z, 42, que 
| Za — Z% | < 1/3 y |f (2) — A | > t 


en el punto x, según una de las definie 
según la segunda definición. 


1) O sea, si la función tiene un lími 
ciones, ella tendrá el mismo límite tambi 
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para ô= f/r en X existe tal z, zo que 
[nan — To |< Un y 1 f (2) — A l> tn. 


Como resultado obtenemos una sucesión de puntos distintos 
de zo 


E Ts sii e 


que converge al punto zo, ya que | 2¿—20 | <L—+0 cuando noo. 


Por eso, conforme a la primera definición de límite de una función, 
a sucesión correspondiente ff (2,)) de los valores de la función 
converge hacia el número A. Por lo tanto, para ey habrá un número 
de orden N tal que para todos los números » > N se cumple la desi- 
gualdad | f (zn) — A | =< £a. Pero esto no puede ser, ya que para 
tados los puntos.x, se cumple Ja desigualdad | / (c,) — A] > ty La 
contradicción obtenida demuestra que el número A es el límite de 
la función j (2) en el punta za conforme a la segunda definición. 

2) Sea ahora A ol límite de f (z) en el punto xy conforme a la 
segunda definición. Esto quiere decir que para todo número + => 
existe 9 =0 tal que de la desigualdad O < | 2—2p | <2 8 se deduce 
la desigualdad | / (2) — A} < e. Mostremos que A ex el límite de 
1 (2) conforme a la primera definición. Tomemos cualquier suce- 
sión de los puntos £y. z - ++ que converja al punto 
Zo (tu ta). Emtone Mor indicado de $ =>0, correspon- 
diente a e conforme a la segunda definición, habrá N tal que para 
» >N se cumplo la desigualdad | Ln — zo |< 9. Pero al mismo 
tiempo, en virtud de la segunda definic comple también la 
desigualdad [/ (za) — A |< e. Y ya que e ha sido elegido arbitraria. 
mente, esto precisamente significa que f (2,)> A para toda suce- 
sión {ra} que converja en el punto Zo (Zu Æ Tu). 0 sea, el número A 
es el límite def (z) en el punto zy conforme primer definición. W 

Una vez que hemos establecido la equivalencia de ambas deti- 
niciones de límite de una fune se pueden usar enalesquiera de 


ellas en dependencia de cuál es más cómoda para resolver wno u otro 
problema. 

O Ejemplo 1. Utilizando Ja definición 2, demuéstreso que la 
función f) 2 en el punto z = { tiene límite igual a f, 
o sea, lím 1 


ql 

Resolución. Tomemos vu re =0. El problema consiste en 
hallar mediante este e un 6 >Ô tal para el enal de la desigualdad 
[2 11<8 resulte la desigualdad 1/(9—11 (Gx 2) — 
= {|e Transformando la última desigualdad, obtenemos 


13 (= 1) 


e obin jz=1i]< 
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De aquí se ve que si se toma ô< e/3, para todos los puntos z 
que satisfagan la desigualdad | z— 1 |< ô se cumple la desigual- 
dad requerida | / (z) — 1 | < e. Esto precisamente quiere decir que 


lím (37 —2) 41. En particular, si e = 1, entonces ô< 1/3, 
ask 


Sie = 1/2, entonces 5< 1/6, si e — 0.01, entonces 8< 0,03, ete.; 

sí pues, 6 depende de e. Por eso en la definición de límite se escribe, 
a veces, ô = ô (e). 

Ejemplo 2. Utilizando la definición 2, demuéstrese que la fun- 


ción f (z) = z sen i , del 


ida para todos los puntos z 40, en el punto 


O tiene un límite igual a O, o sea, líma sent = 0. 

e 
Tomemos todo número >Ü. Al igual que antes, 
este número e hace falta hallar un número $>0 tal 
para el cual de la desigualdad |r—0| <8 se desprenda Ja desi 


gualdad |/ (2) —0] = [esen E—0 | |e en +|<e. Transformando 
la última desigualdad, resulta |æ sen -| Izl |sen E |< 1r1 < 
<e ( [sen + 
5<e, entonces 
[son E|<e. Por consiguiente, tim sen t=0. 


se toma 


<1 para 20). De aquí se ve que s 
tan pronto como || <8, es válida la des 


gua ldad 


Ejercicios. Utilizando la definición 2, demuéstrese que 
1. lím(Br—5)=1. 2. lím z = zọ. 3. límcosz=1. 4. lim € 


= Cta) = C = const), 5, lim 2547" e 


Notemos que la definición de límite de una func 
de las sucesiones» se llama también de 
ción según Heine 1) y la definición de límite de una función» en el 
lenguaje e — ô», definición de límite de una función según Cauchy °). 

2. Límite de una función para z— x,— y para 2» zp +. A con- 
tinuación usaremos el concepto de límites laterales de una función 
que se definen del modo siguiente. 

Definición 3. Æl número A se llama límite derecho (izquierdo) de 
la función f (z) en el punto zo, si para toda sucesión (1) que converge 
a zo, cuyos elementos z, son mayores (menores) que zo, la sucesión 
correspondiente (2) converge a A. 

Designación: lím / (z) =A ( lím /(2) = A) 

90 Sent 

O En calidad de ejemplo consideremos la función f (z) = sgn z 3). 
Esta función tiene en el punto 7 = 0 los límites derecho e izquierdo: 

1) H. Heine (1821 — 1881), matemático alemán. 


2) O. Cauchy (1789 — 1857), matemático francés, 
5) La definición de la función sgn z está dada en el subp. 2 del $ 1. 


n «en el lenguaje 
ón de límite de una fun- 
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lím sgn z= 
amor x- 
Sucesión convergente a cero de los valores del argumento de 
esta función, cuyos elementos z, son mayores que cero (z, > 0), 
entonces sgn z, = 1 y lím sgn z, =41. Por consiguiente, 


` lím sgn z = — 1. En efecto, si (1) es toda 


lím sgn z = 1. De un modo análogo se determina que lím sgn z = 
=—4. 

Se puede dar una definición equivalente de los límites laterales 
de la función «en el lenguaje e — 8»: el número A se llama límite dere- 
cho (izquierdo) de la función f (x) en el punto zp, si para todo número 
e > 0 eriste un número $ > 0 tal que para todos los puntos x que satis- 
fagan las desigualdades tọ < x< To + Ô (Tọ — Ô < T < To) se 
cumpla la desigualdad |f (x) — A | < e. 

La relación entre los límites laterales y el límite de la función 
se establece por el teorema siguiente. 

Teorema 4.2. La función f (x) tiene en el punto xy un límite si, 
y sólo si, en este punto existen tanto el límite derecho como el izquierdo 
y ellos son iguales. En este caso el limite de la función es igual a los 
limites unilaterales. 

O Demostración. Sea 


1) = ) = A. 


x-xog- 
según la definición de límite de una función por la izquierda 
y por la derecha, para todo número œ Q existen números 5, > 

a > 0 tales que para todos los x que satisfacen las desigualdades 
To — 6, < z < zo y para todos los puntos z que satisfacen las desi- 
gualdades so < x< xo -+ 8, se cumpla la desigualdad |f (x) — 
— A| <e. Tomemos 6 — mín (8,, ô}. Entonces para todos los 
puntos z que satisfacen la desigualdad |z — r| <8, 2% to 
se cumple la desigualdad |f (z) — A | < e. Y esto, según la defi- 
nición 2, precisamente fica que 


lím f 


tonces, 


lim f (z) = A. 


Inversamente, sea lim f(r) = A. Entonces, conforme a la 


definición del límite de una función en el punto zo, para todo e > 0 
existe un número Ó > 0 tal que para todos los puntos x que satis- 
facen la desigualdad | z — ro | < Ô, 2% xo, se cumple la desi- 
gualdad |f (2) — A |< e. Así pues, tanto para Tọ — Ô< t< to 
como para 79 < z < zp + ô es válida la desigualdad | f (4) — A | < 
<e. Y esto, según la definición de límites unilaterales, significa 
precisamente que 


lim f(2)= lím (1)=4. E 


xxo- x—xp0 
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O Ejemplo 3. Demuéstrese que la función 


a2 para 7<0, 


1) d z+1 para z>0 
no tiene límite en el punto z = O (fig. 122). 

Resolución. La función f (x) está definida sobre toda la recta 
numérica. Para z< 0 la función se representa por la función f (+) = 
= «2. Puesto que el límite de la función x° en 
el punto z — 0 es igual a cero (demuéstrese 
esto por sí mismo), entonces, según el teore- 
ma 4.2, el límite izquierdo de la función dada 
en este punto también es igual a cero, o sea, 


lím f (2) = ím 
x-0- SrA 


lím z? = 0. 
x-0 


De un modo análogo se demuestra que el 
límite derecho de la función dada en el 
punto z= 0 vale 1, o sea, lm /(2)= 

no. 


Fig. 1 


= lm(et 1) lim (+1) 1 Por consiguiente, la 


funci ión dada tiene en PY punto x O los límites derecho e izquierdo, 
pero ellos no son iguales. Conforme al teorema 4.2 esto significa 
precisamente que en el punto z = 0 Ja función no tiene límite, 
o sea, lím f(z) lím f(z) y lím f(x) no existe. 0 

Eo eo. o 


Ejercicio. Demuéstrese que la función 


( 242 para 1<1, 
TESTES mast 
en el punto x = 1 no tiene límite. 


O Ejemplo 4. Demuéstrese que la función 


z  parazx<O, 


I= l ens pora 30 
en el punto z = 0 tiene límite. 

O Resolución. La funoión f (z) está definida sobre toda la recta 
numérica, a excepción del punto z= 0. Calculemos en el punto 
zx =0 los límites unilaterales de la función f (z). Tenemos 
limf()= límz=0, ya que lím z=0 (véase el ejem- 
Pio 2 del subp. 1); lím f (z) = lím sen z — O (véase el ejemplo 

Par parr 
3 del § 3), Por lo tanto, en el punto z= 0 la función dada 
tiene los límites derecho e izquierdo y ellos son iguales entre sí. 
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Conforme al teorema 4.2 esto significa que la función tiene en el 
punto z — Oun límite y éste es igual a cero, o sea, lim f(z) = 


lim 1() lim /() 0. e PRES 


0 2z 


3. Límite de una función para z—> co, para z—> —oo y para 


æ— -+ 00. Además, de los conceptos considerados de límite de una 
función para z— zp y de límites unilaterales existe también el con- 
cepto de límite de una función cuando 
el argumento tiende hacia el infinito. y 

Definición 4. El número A se llama 
límite de la función f (x) para 2—> œ, si 
para toda sucesiôn infinitamente grande 
(1) de los valores del argumento la sucesión 


correspondiente (2) de los valores de la 0 Y 
función converge a A. 

Designación: lím f (z) =4. 

Definición 5. Æl número A se ilama T ta 
límite de la función f(x) para r= + Fig. 123 


H œ (a=> — 00), si para toda sucesión 
infinitamente grande (1) de los valores del argumento, cuyos elemen- 
tos x, son positivos (negativos), la sucesión correspondiente (2) de los 
valores de la función converge a A. 
Designación: lím f(x) <A ( lím f(x) = A)". 
xat so 


O Consideremos 1 a f(o)=—. Esta función 
7 


ejemplo. Se 
tiene, cuando 200, un límite igual a coro. Efectivamente, si 


{xn} es la sucesión infinitamente grande de los valores del argu- 


mento, la correspondiente de los valores de la función 
4 4 ce 
A . conforme al teorema 3.1 es infinitamente 
a 


pequeña y por eso tiene un límite igual a cero, o sea, Jim 
(fig. 123) 

Las definiciones 4 y 5 se dan «en el lenguaje de las sucesiones». 
Puede darse las definiciones equivalentes «en el lenguaje e — ô». 
Recomendamos que el lector haga esto por sí mismo. A título de 
ejemplo enunciemos la definición de límite de una función para 
2 + 00. 

Definición 6. Æl número A se llama límite de la función f (2) 


1) Si los límites de la función /(2) para z— -+o y para x—— o son 


Iguales a A, se escribe lim/(s)=4. Por ejemplo, lim L= lim — 
A z 7 


=lim —=0 (4-0). 
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para x— +00, si para todo número e >U existe un número ô tal que 
para todos los puntos x€ X que satisfacen la desigualdad r > 6 
se cumpla la desigualdad | f (x) — A | < e 

O Ejemplo 5. Utilizando la defini 
límite «en el lenguaje e—d» demostrar que lím ¿EL 


m correspondiente del 
z4i i 
senti 2 


2 con el lenguaje e — 6» 


Resolución. La igualdad lím A 
significa que para todo número £ >Ú existe un número 5>0 tal 
que de la desigualdad |x|] >8 se deduce la desigualdad 

+1 1 
pra da +| TEFTT 
los valores de a para los cuales se cumple la última desigualdad. 
Puesto que [224+1)>|2x| —1, ba: resolver la inecuación 


[2z|— 1>. de donde obtenemos [e] > (14-L). Si so 


<e o bien [27 11>-L,  Determinemos 


+7) + entonces para todos los puntos £ que satis- 


facen la desigualdad —[x|>8 se cumplirá desigualdad 


z +|<e. Y esto significa 
Ejemplo 6. Utilizando la defini 
el lenguaje e—8», demuéstrese que lím 


HI 


que lim 


pran 1 
Tespectiva de límite «en 
=2 5 


Resolución. La 


«on el lenguaje e—d» 


igualdad lím 


quiere decir que para todo número e>0 existe un número 8 tal 


que de la desigualdad z>ô resulta la desigualdad h-i 
LKI 


-ya fyg <ë Determinemos los valores de £ para los cuales se 
cumple la última desigualdad. Puesto que z>0, enton 


viendo la ; inecuación race obtenemos r> 
14—9e 


resol- 


14% q 
z Si se 


pone ô= , entonces para todos los x que satisfacen la 


desigualdad 2>8 se cumplirá la desigualdad | ¿CES <e. 
Y esto quiere decir que Mm gf Z.e 
Ejercicios. Utilizando la definición respectiva de límite «en el 
lenguaje e—8»,  demuéstrese que: d. lím =+ 


4. lim el=4. 
roo 


3. 
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O Ejemplo 7. Demuéstrese que la función sen z no tiene límite 
cuando 7> +00. 

Resolución. Demuéstrese que la función dada no satisface la 
definición 5. Para esto indiquemos una tal sucesión infinitamente 
le {zn} de los valores del argumento, cuyos elementos son 
vos, que la sucesión (sen z,) de los valores de la función sea 
divergente. Pongamos z, = Ẹ (2r -+ 1). Entonces zh — + œo para 
n— co, la sucesión (sen z„} toma los valores —4, 1, —1, ..., 
(DM +. «« y la sucesión ((—1)") (véase la observación para el 


teorema 3.6) diverge, y esto es lo que se quería demostrar. @ 
| Ejercicio. Demuésirese que lím cosz no ox 


PREGUNTAS DE AUTOCONTROL 


1. Enúnciense dos definiciones de límite de una fune 
equivalencia de estas definiciones? 
Cítese un ejemplo de una función que no tenga límite en el punto dado, 
¿A qué condiciones de la oxistencia de los límites unilaterales de una 
función se deduce la ena del límite de una función e inversamente? 


¿Qué significa la 


4. ¿Existe lim El? 

x-0 
5. Enúnciense dos defini nes de límite de una función para r—e +00. 
6. Demuéstrese que lím z no 


§ 3. Teoremas de los límites de funciones 


La definición de límite de una función «en el lenguaje de las 
sucesiones» ofrece la posibilidad de extender los teoremas antes 
demostrados de los límites de sucesiones a las funciones. Mostremos 
esto citando como ejemplos dos teorema: 

Teorema 4.3. Supongamos que las funciones f (x) y g (x) tienen 
en el punto xp los límites B y C. Entonces las funciones f (x) + g (2). 


Fayel y L2 (vara C 40) tienen en el punto xy los límites iguales 


aBC, B-C y $, respectivamente. 


O Demostración. Sea {zrn} (zn o) una sucesión arbitraria, 
convergente a zp, de los valores del argumento de las funciones / (z) 
y g (2). Las sucesiones correspondientes {f (z„)} y {g (2n)) de los 
valores de estas funciones tienen los límites 4 y C. Pero entonces, 
en virtud de los teoremas 3.7 a 3.9, las sucesiones {f (zn) + g (21), 
Uta) 2 (ad) y Ln) (para C 0) tienen los límites iguales 
a BC, B-C y E, respectivamente. Conforme a la definición 1 
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de límite de una función esto quiere decir que 


lim |f (r) + 2(1=B>C, lim | (2)-2(2))=8-C, 


imi L B 
ni N 
Corolario. El Jactor constante puede sacarse fuera del signo 
del limite, o sea m |C-g (2)}=C lím g (2), donde f(x) =C es el 


factor constante, ee 
En efecto, lím [Cg (2)] = lím C- 


a g(r) C límg(z), ya que 


lím C=C (véase el ejemplo f del subp. 4 del $ 2). 

Teorema 4.4. Supongamos que las funciones f (2), g (2) y h (x) están 
definidas en cierto entorno del punto xa, a excepción, quizás, del mismo 
punto xp, y las funciones f (x), h (x) tienen en el punto xp un límite 


igual a A, 0 sen, 


lím f (2) = lím h (x)= A. 


upongamos, — además, que se cumplen las desigualdades j (1r) < 
Cg (a) <h (a). Entonces. 


lím g (2) =4. 


O Demostración. Sea {x} (2, 7% 20) una sucesión arbitraria, 
convergente a xo, de los valores del argumento de las funciones f (z) 
yh (z). Las sucesiones correspondientes {f (z,)) y {h (2,)] de los va- 
lores de estas funciones tienen un límite igual a A, o sea, f (2) => A, 
h (2,)> A para n—> œ. Utilizando las desigualdades dadas en la 
hipótesis del teorema, se puede escribir 


Han) < E (En) < h (£n). 


De aquí según el teorema 3.11 se desprende que g (2,)> A. 
En virtud de la definición 1 de límite de nna función esto quiere 
decir que 


limg(a)=4. m 


pa 


Observación. Los teoremas 4.3 y 4.4 son justos también en el caso 
cuando zp es uno de los símbolos co, +00 o bien —oo. 


O Ejemplo 1. Hállese Mím (327+ z +5). 
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Resolución. En virtud del teorema 4.3 (límite de la suma y del 
producto) tenemos 


Hin (Su, fa+5)= dim 3224 lím z+ lim 5= 
Sry 


Km z-ímz+ límz+5=3-1-141 
xai a 


=9, 
ya que lím æ= 1 (véase el ejemplo 2, subp. 1 del $ 2). 


Ejemplo 2. Hállese E. 


Resolución. El límite del numerador 
la (24241) =limz-límz+ lima 11141413 
x-1 sai xal xat 


y el límite del denominador 


lim(z2?— z +1)= lím zr-límz—limz+1=1-14—1+1=1. 
xat or e A 
Ya que el límito del denominador no es igual a cero, ontonces, apli- 
cando el teorema 4.3 (límite del cociente), finalmente obtenemos 


lim (14241) 
im Er 1 
im FEZ 


xt 


(+0 


Ejemplo 3. Demuéstrese que lím sen z= 0. 
mo 


Resolución. Sea 0< z< a/2. Tomemos el arco AM de la 
circunferencia de radio unitario y el ángulo cuya medida en ra- 


dianes es igual a z (véase la fig. 124). Entonces AM KM + 
= sen Puesto que 0 < KM < AM, entonces 
O<snr<z (1) 


y ya que lím z = 0 (véase el ejemplo 2, subp. 1 del $ 2), de las 
desigualdades (1) y del teorema 4.4 se deduce que lím sen + = 0 
sobe 


Demuéstrese por sí mismo que lím sen 7 


Ejemplo 4. Demuéstrese que ; 
Resolución. Para todo 7320 se cumplen las desigualdades 


icey itici. 
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Tenemos lim (1-+7) =1, ya que lím 


O (demuéstrese esto 


por sí mismo). Según el teorema 4.4 obtenemos que lím y/ 1 + $ 
e pai 
PREGUNTAS DE AUTOCONTROL 
1. Enúnciense los teoremas 4.3 y 4.4 de límite de una función. 


2. Demuéstrese el teorema 4.3. para x-—> -+oo. ¿Dónde en la demostración 
del teorema se ha utilizado que C+ 0? 


$ 4. Dos límites notables 
1. Primer límite notable: 


sn nz 
lim === 


O Demostremos la igualdad dada. C deremos el arco de wna 
circunferencia de radio R = 1 con un ángulo central, cuya medida en 
y Tadianes es igual az (0< r< 1/2) (fig. 124). 

Entonces 


O0OA=1, senx= MK, tgz= AT. (1) 
Es evidente que el área del triángulo QAM 


es menor que el área del sector OAM la 
cual, a su vez, es menor que el área del 
triángulo OAT o bien, lo_ que es lo mis- 
A A 


mo, 1-04: MK < $ 04: ÀM <4 0A-AT. 
Tomando en consideración las igualdades 
(1), la última relación puede escribirse en 


la forma 
Lsnr<tr<tago, 
Fig. 124 z z F 
de donde resulta 
senz < r< gr 2) 
Dividiendo estas desigualdades por sen z, obtenemos 1 >72 > 


senz 


>cosx, de donde encontramos 0 <1— <1 — cose. Puesto 


que son <i, entonces sen? Z- Z < senj o Pe eso, teniendo en 
cuenta a primera desigualdad e, para todos los puntos z que 
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satisfacen las desigualdades 0< z < 1/2 resulta 


1—cosr=2sen  <2 sen Z< 2-4 
Así pues, 0<1— LL <z para 0<x<a/2. 
Tomemos todo número «> 0 y pongamos ô= mín (e, 1/2). 


Entonces para todos los puntos z que satisfacen las desigualdades 
0< z< ô se cumplirá la desigualdad z < e, por eso 


de donde 


Esto quiere decir que 1 es el límite derecho de la función 


en el punto 2=0, o sea, lim ŽRE Nótese que ahora la 


sen(—2)  senz 
z 
sns 


función f (2) = 


es par, ya que [(—2)= 


izquierdo de la función 


snz 
z 


=f (x). Por eso también ol lími 
en el punto 2=0 es igual a 1. De aquí, en virtud del teorema 


4.2, se desprende que lím 221. m 
xo E 


Observación. Utilizando las desigualdades sen r< r y 1— 
— cosr< zx para 0< z< 1/2, obtenidas durante la considera- 
ción del primer límite magnífico, es fácil demostrar que 
lím cos £ lím sen z = 0. (Hágase esto por sí mismo.) 


220 
Con ayuda del primer límite notable se caleulan muchos otros 


límites. 


O Ejemplo 1. Hállese lim 


Resolución. El denon lor de la fracción para => 0 tiende 
a cero. Por eso el teorema 4.3 aquí es inaplicable. Para hallar el 
límite transformemos la fracción dada: 
2 sen? (2/2) 


lim 102% — lim 
x-0 s x-0 
= im 2222 sen Z — lim 22G lim sen F=1-0=0. 
s.o 7/2 2 geo 7 x-0 2 
Ejemplo 2. Hállese lím £5. 
xo 7 
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Resolución. Tenemos 


A EA AE i i 
xo * x-0 Y cos T 20 7 yep COST 1 

A 4 s A Sr 
Ejemplo 3. lHá)lese lim my 


Resolución. Tenemos 


2. Segundo límite notable: 


lím (14 


D Como se sabe, lim (1+5 )"=e (véase el cap. 3, $3, 


subp. 2). Demuéstrese que lím (1 + LJ = e. Efectivamente, sea 


x= n +æ, donde n es el número 
u<a<4, Puesto que nsr < 


x>{1. Pongamos n = {z]; entonces 
natural y æ satisface la condici 


<n4A, pr IEH, entonces 


TENETE 


Para £ — +00 (n 00) 
Km (14 E)" im (164 


nao no 


1 


y 
e 
=+=e 
De donde según el teorema 4.4 obtenemos 
1ye 
in (194) => 
Sea ahora 1< — 1. Pongamos r= —y, entonces 
4 á A 
a a a e a E 
P 1 Yi 1 
=i (1 +5 ) im (1 +3 ) ión 


para z => —00, 
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Uniendo ambos casos, finalmente tenemos 


lim (1 +4) = 


El segundo límite notable tiene amplia aplicación. Con su ayuda 
se encuentran muchos otros límites. 


O Ejemplo 4. Hállese lím (1 +z)". 
2. 


Resolución. Reemplacemos la variable, suponiendo 1/x = a. 
Entonces es evidente que «—> oo para 2» 0. Por eso 


ó a ija 
lím (1 + z) =lim (1+4) e. 


Ejemplo 5. Hállese lím (1 + Ž)* 


Resolución. Pongamos z 34. Entonces cuando r— 00 t~ 00. 
Por lo tanto, 


lim (14 2 y lim (1 ++)" 


anaf H+] 


= lím (1 +4)" tim (144) 4. ++) eeen. e 


PREGUNTAS DE AUTOCONTROL 


- Domuéstrense los límites notables primero y segundo 
2: Demuetrece que Hm + a) 


$ 5. Funciones infinitamente pequeñas 
e infinitamente grandes 


1. Funciones infinitamente pequeñas. 

Definición 1. La función j (2) se llama función infinitamente pe- 
queña (o simplemente infinitésima) en el punto z= zo (0 para 2=> zo) 
si lím f(x) = 

xxs 

Análogamente se determinan las funciones infinitamente peque- 
ñas para r— oo, r— -+ oo, 1—> — o, z— To- y IF tor 

Puesto que el límite de una función infinitamente pequeña es 
igual a cero, o sea, |f (z) — A | = | f (z) — 01 = |f (2)|, se puede 
dar una definición equivalente de la función infinitamente pequeña 
«en el lenguaje e —d»: la función f (z) se llama infinitamente pequeña 
12755 
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en el punto y si para todo número £ > 0 existe un número $ > 0 
tal que para todos los puntos x € X, £ + Tọ, que satisfacen la igualdad 
| £ — ro | < Ô se cumple la desigualdad | f (a) |< € y «en el lenguaje 
de las sucesiones»: la función f (x) se llama infinitamente pequeña en el 
punto z — xo, si para toda sucesión {£n } convergente a xp de los valores 
del argumento, distintos de xp. la sucesión correspondiente {f (x,)) es 
infinitamente pequeña. 

Al igual que las sucesiones infinitamente pequeñ 
infinitamente pequeñas desempeña: 
general de límite de una func 
infinitésima. 

Tiene lugar el teorema siguiente. 


Teorema 4.5. Para el cumplimiento de la igualdad lim f(s) A 


las funciones 
in papel esencial: el concepto 
n puede ser reducido al concepto de 


es necesario y suficiente que la función 


a (r) = f (z) A 
sea injinitésima cuando x= sy. 

O Demostración. Necesidad. Sca lim /(z) A. Considere- 
mos la diferencia f (2) — A = a (a) y mostremos que a (z) es una 
función infinitamente pequeña cuando => zo. Efectivamente, 
los límites de cada una de las funciones / (2) para z— rg son 
iguales a A y por eso, en virtud del teorema 4.3, 

líma(z)= limI/(2)—4A]= lím / (z)— lím A- A—A 0. 
pe axo 2x0 xxo 

Suficiencia. Sea f (2) — A = æ (2), donde œ (z) es una función 


infinitamente pequeña cuando z > 70. Mostremos que lím f (2)= 
xax 


= A. Puesto que f(x) - A + a(z), entonces 


lím f (x) — lim [4 +a (z) = lím A + líma (z) = A +0 =A. W 


saxo xxo xoxo xeo 


Del teorema 4.5 obtenemos la representación especial para una 
función que tenga en el punto z = 24 un límite igual a A: 


{(z)=A+a(z), donde lim æ (x)= 0. 


x-xo 


En este caso se dice de ordinario que la función f (r) en el entorno del 
punto zp se distingue de A en una función infinitamente pequeña. 

Las funciones infinitamente pequeñas poseen las mismas propie- 
dades que las sucesiones infinitamente pequeñas. Es válido el teorema 
siguiente. 
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Teorema 4.6. La suma algebraica y el producto de un número finito 
de funciones infinitamente pequeñas para 2 xy, así como el producto 
de una función infinitamente pequeña por una función acotada son fun- 
ciones infinitamente pequeñas para 1 Zo. 

Este teorema se deduce inmediatamente de la primera definición 
de límite de una función y de los teoremas 3.2 a 3.4. 

Todo lo dicho de las funciones infinitamente pequeñas para 1 to 
es válido también para las funciones infinitamente pequeñas cuando 
ER oo, LR oo, TA o0, LA To, Y LA Tor 


O Ejemplo 1. Demuéstrese que la función f (z) =- (z — 1) sen 
0, 


cuando z — 1 es infinitésima, o sea, lím (z — 1) sen 


xo! Ba 
Resolución. Puesto que lím(z—1)—0 (demuéstrese esto por 


sí mismo), entonces, según la definición 1, la función (2 —1) es 


infinitésima para x—>1 y puesto que la función sen 
1 


IA) 


T|<1) , entonces la función / (2) dada no 


es más que el producto de una función infinitamente pequeña por 
una función acotada. Según el teorema 4.6. esto quiere decir que 
1 (e) es wna función infinitamente pequeña para 2-1, o sea, 


Jím (z — 1) sen 7-0 
kl 


2. Funciones infinitamente grandes. 

Definición 2. La función f (zx) se llama función infinitamente grande 
(o simplemente infinita) en el punto x= z (o bien para x—> xp), si para 
todo número e > 0 existe $ > 0 tal que para todos los puntos x € X 
xk zo, que satisfacen la desigualdad |2— 2 1<8 se cumple la 

»sigualdad | f (2) | > e. 

En este caso se escribe lim f(z)= œ y se dice que la 
función tiende al infinito para x— zp o tiene un límite infinito en el 
punto z = tọ. 

En cambio, si se cumple la desigualdad f (z) > e (f (2) < —+), 
se escribe lím f(z) = +œ (lim f(z) = — 00) y se dice que 


está acotada (|sen 


la función tiene en el punto xp un límite infinito, igual a -o0 
saie 
Por analogía con los límites unilaterales finitos se definen 
también los límites unilaterales infinitos: 

lím /(z)— +00, lím/()=—00, 


ax. xx. 


1()=—00. 


lím f (2) = + œ, 
xo 
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Así. por ejemplo, se escribe lím  ¡()= +o si para todo 
xas 

número e > U existe ò > Ü tal que para todos los puntos z € X que 

sfacen Jas desigualdades) so < e < zo Ò se cumple la de 


gualdad f(z) > e 
«En el lenguaje de las sucesioness la misma defi ón se escribe 
asi: Jim f(x) boo si para toda sucesión ([x,), convergente 


pics 
u ro. de los valores del argumento r, cuyos elementos xn son mayores 
que ca. fa sucesión correspo: e {f (2,)] de los valores de la fun- 
ción es una función infinitamente grande de signo positivo. 
Recomendamos que el Jector dé la definición exacta de semejan- 
tes límites por si m 
De un modo análog: s funciones infinitamente gran 
des para ar o0, 2=> ,00 Y» —00. Así. por ejemplo, la fun- 
ción f(r) se lama infinitamente grande para 2->00, si para todo 
número + >> 0 e nero $ > Ô tal que para todos los puntos 
2 EN que satisfacen Ja desigualdad | æ | > $ se cumple la desigual- 


dad |f (s)| >r. En este caso se escribe lím f(z) = 00. 


En enmbio, si se cumple la desigualdad [0 > e Y () <— eh 
se rseribe Jim f(x) == 4 00 ( lim f (7) = 00). 


xo o 


ponemos que el lector enuncie de manera independiente la 
ión de la función infinitamente graude cuando r— +00 y 


sión mostremos que entro las funciones infinitamente 
pequeñas e infinitamente grandes existe la misma relación que entre 
las sucesiones respectivas, o sea. la función inversa a la infinitésima 
es infinitamente grande y al contratio. 

En efecto, sea lím/(x)=0 y /(2) 0 para zro. Demostre- 


mos que lím > 
A a TI 


ignemos un número arbitrario e > 0. Puesto que f (z) es una 
función infinitamente pequeña en el punto zp. entonces para el 
número 1/e existe $ > 0 tal que para todos los puntos x€ X, que 
satisfacen las desigualdades O < | r — zo | < ô. se cumple la dè 


A: 


sigualdad 1) 1<-L. Pero entonces para los mismos puntos z 


se cumple la desigualdad lL5!> €, o sea, ly es la función 


infinitamente grande en el punto z = zp, y esto es lo que se quería 
demostrar. (Recomendamos que el lector demuestre por cuenta pro- 
pia la afirmación inversa.) 

O Ejemplo 2. Utilizando la definición 2, demuéstrese que la 
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función f(z) = para z—> Í es infinitamente grande, o sea, 


la —1|<58 se desprende la desigualdad |f (z) | >£ o sen, 
ll >e 


|> 


Tomemos cnalquier e > 0 y resolvamos la inecuación l + 
se puede 


Resulta |x—1|<1/e. Ahora bien, en calidad de 
tomar el número 1/2. 

Así pues, para todo número £ > 0 existe ô = 1/e tal que para 
todos los puntos x que satisfacen la desigualdad | z—1|<58 se 
cumple la desigualdad | f (2) | > e. Esto significa precisamente que 
la función dada f (x) es infinitamente grande cuando z — 1. 

Ejemplo 3. Demuéstrese que la función f(x) = loga z (a > 1) 
para x= -+ 00 es infinitamente grande, o sea, lím logar 00. 

zeto 


Resolución. Es necesario mostrar que para todo número : > 0 
existo un número $ > 0 tal que de la desigualdad z > $ se desprende 
la desigualdad loga z > e. 

Tomemos todo número £ >0 y consideremos la desigualdad 
loga 7 > e. Si se toma $ = a", para x > 5 se cumplirá la desigualdad 
loga x > e y esto quiere decir que la función dada f (2) os infinita- 
mente grande cuando z— -+ o0. 

Ejemplo 4. Sea lím f(x) A. lím g(e) Hoo. Demués- 


trese que lim (f (2) 3 Ela) +00. 


Resolución. Es necesario demostrar que para todo número r = 0 
existe un número > Q tal que de la desigualdad | x — ap | < 6, 
3% zo se desprende la desigualdad f (z) + g (z) > e, o sea, la Tun- 
ción f (x) + g (x) satisfaga la definición de la función infinitamente 
grande de signo positivo en el punto xy. 

Mostremos previamente que si la función f (2) tiene un limite para 
2 > za, entonces existe el &'-entorno del punto sẹ en el cual 


Hd 1<M, 0) 
donde M es cierto número positivo. Efectivamente, según los datos 
del problema lím f (x)= A, entonces en virtud de la definición 


de límite de una función para e — 1 existe 6” > 0 tal que de la de- 
sigualdad |z — zo| <6, zzo, se desprende la desigualdad 
15) —AI<1. Puesto que 1/()—AI>If(H1—141 
(véase el teorema 1.4), entonces |f(2)| —|41<4, de donde 
Iila t A. que es lo que se quería mostrar. 
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Tomemos ahora todo número e > 0. Puesto que según los datos 
del problema lím g(x) = +o, entonces, de acuerdo con la defi- 
a 


nición de la función infinitamente grande cuando z—> zp, para el 
número e + M > 0 existe 8 > 0 (ô < ô’) tal que de la desigualdad 
|z — rol <8, zzo, se desprende la desigualdad 
g)> e+ M. (2) 
De las desigualdades (1) y (2) obtenemos que para | x — zo | < 
<< Y es válida la desigualdad f(x) + g (2) > g (2) — 
=1/()1>e + M— M = e y esto quiere decir que la función 
J(=) 1 g (2) satisface la definición de la función infinitamente 
grande para 7 zp, o sea lím (f(x) + g (1)) = +œ. 0 


PREGUNTAS DE AUTOCONTROL 


A la dofinición de ción infinitamente pequeña: a) para 
r- zoi b) para z-> co. Cítense ejemplos de tales funciones. 
2. ¿Qué relación existe entre el concepto de límite de una función y el de 
función infinitamente jueña? 
> 3. Enúnciese la definición de función infinitamente grande: a) para z-» £o; 
h) para z=» 00. 


4. ¿Qué significan las notacion 


œ, lím f(2)= 00, 
2-0 


x-z- 
lím 7 (z)= —œ? Dense Jas definiciones correspondientes, 


5. ¿Qué relación existe entre las funciones infinitamente pequeña e infi- 
nitamente grande? 


$ 6. Comparación de las funciones infinitamente 


pequeñas e infinitamente grandes 


Ya sabemos que la suma, diferencia y producto de las funciones 
infinitamente pequeñas son funciones infinitamente pequeñas. Ha- 
blando en general, esto no se puede decir del cociente: la división 
de una infinitésima por otra puede dar diferentes resultados. Así, 
por ejemplo, si a (z) = z, f (z) = 2r, entonces 


En cambio, si a(z)=z, B(x)=x*, entonces 


im (22 lím + : lim 

iTo TTA a 

Consideremos las reglas de comparación de las funciones infi- 
nitamente pequeñas. 
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Supongamos que para => zp las funciones æ (z) y ĝ (x) son infi- 
nitésimas. Entonce 


i TE] a(z) se llama infinitésima de un orden 


superior a B(z) (se dice también que «(z) tiene un orden de pe- 
queñez superior a B(z) para z — Zo); 

2) si lim FE —4%0 (4 es un número), entonces (2) y 

Pee 
B(x) so llaman infinitésimas del mismo orden (tienen “la misma 
velocidad” al tender a cero); 

3) si lim 1- 1, entonces æ (x) y $ (2) se llaman infinitésimas 
equivalentes. La equivalencia se designa así: a(z)~ f(z). En 
algunos casos resulta insuficiente saber que una de las dos infi- 
nitósimas es infinitésima de orden superior que la otra. Es nece- 
sario, además, estimar cuán alto es este orden. Por eso se intro- 
duce la regla siguiente: 

e a (z) 

gue Am PET Pe 
sima de n-ésimo orden respecto a P(x). 

Existen reglas análogas para comparar las funciones infinita- 
mente pequeñas cuando z —> œ, cuando z-+ —oo y cuando 2» 
=> +00, así como para z— Tọ por la derecha y por la izquierda. 

O Consideremos algunos ejemplos. 

f Las funciones senz y z son para 2-0 infinitésimas equi- 

enzy 


A0, entonces a(z) se denomina infinité- 


valentes, ya que lím 
E) 
2. Las funciones sen3z y senz son para r— 0 infinitésimas 


del mismo orden, ya que 


(3-sen 3z) 
fo Sen 3r 4 (3) 
nen O az 


3. La función æ (z) — 1 — cos z es para <— 0 infinitésima de 
segundo orden de pequeñez respecto a la infinitésin 


lim — jimm A A 4 im (22542)? 
es o a 7 


x-0 


Al comparar las funciones infinitamente pequeñas se utiliza fre- 
cuentemente el símbolo o («o pequeña»). Si la función æ (z) en el punto 
rẹ es infinitésima de orden superior de la infinitésima $ (x) en este 
mismo punto, esto se escribe convencionalmente 


a (x) = o (B (2). 
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Nótese también que si las funciones a. (x) y P (x) son infinitésimas 
en el punto zp. la función æ (x)-f (=) tiene un orden de pequeñez 
superior » coda uno de Jos factores. En efecto. 


m BO imaje 


y por eso a (e) B (z) o (Bl). a (2) P {z) «la (a). 

Para las funciones infinitamente grandes tienen lugar las reglas 
de comparación análogas. 

Vamos a considerar algunos ejemplos. 


Bi) A son para 20 


O t. Las funciones æ (z)= 
infinitas equivalentes, ya que 


im 2 (2) 
lím TON 


lim(L+x)- 1. 
x-0 x-0 


En este caso se dice también que a (e) y P (2) tienen el mismo 
orden de crecimiento para x— O. 

2. La funcióna (1) = £- 4 es para z — co infinita de wn orden 
inferior de P (z) 2 — 2 (tiene vn orden de crecimiento inferior). 
ya que 


dd 
ar N 


Ptá im Itá 
a Aa 


. Las funciones infinitamente grandes para x= o a (z) = 


= 24 1 y Bu) — 1 tienen el mismo orden de crecimiento, 
ya que 

im 22d jm 2 M2 

A a 8 


4. La función a (1) = zt + r+ 1 es para z-» oo infinita de 


segundo orden respecto a la infinita P (2) == 2% + 1, ya que 


Abad ps ERA o AE 
RED po PALA o IAS: j 


PREGUNTAS DE AUTOCONTROL 


1. ¿Qué significa compa dos funciones infinitamente pequeñas? 

2. Éstense ejemplos de una función infinitamente pequeña a (2) 
a) del mismo orden de pequeñez que la función B (z) en el punto xo; b) equi- 
Yalonte a la función P (=) on el punto zo; c) de un orden de poqueñoz inferior 
de B (2) para z> xp. 

3. ¿Que signilica la notación: simbólica « (7) = 0P (2) para z 28 

4: Demuéstrese que: a) 3 = oiz?) para 0: D) DS) 
para r= 4. 
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Ge 05 Bm 0 
Po dl 


¿Es justa la igualdad z7 
$: Demuéstrese que 1/74 


1 


o (B(2)) para z — œ si Bla)= > 


7. ¿Es justa la igualdad 7 


8. Demuéstrese que sen z — z = o (z) para z— U. 
9. Compárense las siguientes funciones infinitamente grandes para z— ce: 
z3 A- 5z y B (z) = 3 + 2a; b) a (z) = 2 + 1 y Pm e 0% 


VIFT y B SVE 


$ 7. Cálculo de los límites de funciones 


Nos hemos familiarizado con el concepto de límite de una función 
(2) para x —> Zo, Tr To—, TAZA +, 1—40, T~ 00 y 1 + 00, 
así como con la aplicación inmediata del teorema 4.3 de límites de 
la suma, producto y cociente de dos funciones f (x) y g (x), que tienen 
límites finitos, para el cálculo de límites, etc. Nos queda considerar 
los casos que no se abarcan por los métodos antes examinados. 

Diremos que la relación de dos funciones Haes la indeterminación 


de la forma $ó E, si el numerador de la fracción y su denomi 


tienden simultáneamente a cero o al infinito cuando s — 2 


-o+ e A +œ, r= —00 y 200. ln estos casos no 
se puede decir nada determinado sobre el límite de la relación 
f (x)lg (2), ya que este límite puede ser igual a cero, al infinito, a un 
número distinto del cero y puede no existir absolutamente. Evaluar 
estas indeterminaciones quiere decir calcular el límite de la relación 
HEL, si es que éste ex 

concretos veremos cómo se hace esto. 


e, o determinar que no existe. En ojomplos 


O Ejemplo 1. Hállese lím 


ResoJución. No se puede aplicar inmediatamente el teorema 4.3 
(límite del cociente), ya que el límite del denominador para z — —2 
os igual a cero. Aquí el límite del numerador para x — —2 también 
gual a cero. Por consiguiente, tenemos la indeterminación de la 


0 g i z a 
forma +. Es necesario, como se dice, evaluar esta indeterminación. 


o 
Para esto descompongamos en factores el numerador y el denominador 
y simplifiquemos lo obtenido eliminando el factor común r- 2 
que anula el denominador de la fracción y su numerador. Esto se 


puede hacer, ya que según la definición de Jímite de una función 


el valor de la función en el punto z = —2 no entra en el conjunto de 
los valores de la función. Obtenemos 

im PE6eES y CADERA pp +4 

Ma, A 2 A A 
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Puesto que ahora el denominador no es igual a cero, la indetermina- 


ig A a 
ción $ queda evaluada. Empleando el teorema 4. 


nalmente 


encontramos fi- 


Lim, (+4) aa 
PF AA 


e pS 
Ln SRE 


mo 


Al calcular los límites de la relación de dos polinomios para 
r= œ. £=- œ y £— —oo, para evaluar la indeterminación de 


la forma z es necesario dividir el numerador de la fracción y su 


denominador por x de grado mayor; de esta división el valor de la 
fracción no cambia. En este caso si en el numerador y en el denomi 
nador los polinomios son del mismo grado, el límite es igual a la 
relación de los coeficientes con grados mayores y si son de un grado 
diferente. el límite es igual a Ô o bien a oo. 

O Ejemplo 2. Hállese lim 


Resolución, Tenemos la indeterminación de la forma, Divi- 
diendo por z? el numerador de la fracción y su denominador y apli- 
cando luego el teorema 4.3, resulta 


lim (142/24 3/1) 


lim tts lim 142/24-39/2* Feri 
xea PERA gu DP Tim (24 3/z F 4/2") 
2» 
A A a i 
NI F lim Ga 2400F Zi 


Ej 


Hallar lim + 


re 


plo 


Resolución. Tenemos la indetermina: 


diendo por z* el numerador de la fracción y su denominador y emple- 
ando luego el teorema 4.3, obtenemos 


n de la forma È., Divi- 


lim (1/74 3/z°) 


š z+3 _ ji M4 
Ha papa pr i RAI 
E opo o. 
Tim 24 lim (3/2) F lim (4/2) ~ 2F0F0 7 2 
4+5 


Ejemplo 4. Hállese lim + 
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Resolución. Tenemos la indeterminación de la forma z, Divi- 
diendo por 7° el numerador de la fracción y su denominador, resulta 


im 245 gn 1451 
Mp ln 792 


ya que para x-—> œ la función h(2)=145/23 tiene un límite 


œ, 


igual a 1, la función 7p está acotada (demuéstrese esto por sí 
mismo), la función g(2)=1/x43/2% es infinitamente pequeña 
(demuéstrese también esto por sí mismo y lim ED lím g (2) > 


-hy " (producto de la función acotada por la infinitamente 
pequeña), o sea, la función dada, como inversa, es una función 
infinitamente grande para z — œ. Y 


Ejercicios. Hállese: 1. lim SEZER. 2o limt. 
e 22 Pda de 
e e ri 


Continuaremos el cálculo de los límites de funciones después 
de examinar el concepto de continvidad de una función. 


PREGUNTAS DE AUTOCONTROL 


1. ¿Qué significan las notaciónes: a zo, 2 29 2 sed r= chos 
10 y aro 
2. ¿En qué casos so habla de la existencia de la indeterminación que tiene 
o 
la forma q é 22 
3. ¿Qué significan las palabras: «la indeterminación queda evaluada»? 
A. ¿Por qué zx, para zz 


$ 8. Concepto de continuidad de una función 


El concepto de continuidad de una función es uno de los más 
fundamentales del análisis matemático. 

1. Definición de continuidad de una función. Supongamos que 
sobre cierto intervalo X está definida la función f (2) y el punto zp 
pertenece a este intervalo *). 


Nótes 
iunción  (z) en el punto x, 
tínuidad de una función y 


te de la 
pto de con- 


que esto no se necesitaba cuando considerábamos ol lí 
En esto radica la diferencia entre el co. 
el de su límite. 
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n 1. La función f (2) se llama continua en el punto xp 
si el límite de la función y su valor en este punto son iguales, o sea. 


10 fo). (1) 
o 


Puesto que lím zzo, la relación (1) se puede escribir en la 
forma siguiente? 
lím / (z) = f (lím 2), 


o sen, para una función continna los signos de Ja función y del límite 
pueden permutarse. 

Se puede dar una definición equivalente de la continuidad de una 
función «en el lenguaje de las sucesiones»: la función f (x) se llama 
continua en el punto za si para toda sucesión de los valores del argu- 
mento r: xq. Ta . ., convergente a zo. la sucesión de 
los valores correspondientes de Te función Ta). 1 les) 1 (en). 

QoS (en): > - converge a f (20). 

` Por analogía con la definición de límite de una función se puede 
enunciar la definición de continuidad de una función «en el lenguaje 
e — ô. 

Definición 2. La función f (2) se llama continua en el punto to, 
si para todo número e > 0 existe 6 > 0 tal que para todos los puntos z 
que satisfacen la igualdad | x— zo |< 6 se cumple la desigualdad 

14 (2) —1/(r0) |< e. 

La equivalencia de estas definiciones es evidente, 

O Ejemplo 1. Utilizando la definición 1. demuéstrese la con- 
tinuidad de la función f (x) > 2r*+ 27 + 1 en el punto z = 1. 

Resolución. Primero determinamos el límite de la función dada 
para r= 1: 


lím (3224+ 2z +1) = 3 lima?4-2 límzr+1=3-1+2-144+1-= 6. 
xai rt xt 


Luego calculemos el valor de la función en el punto x= 1: 
1) =314 244 1=6. 

Comparando los resultados obtenidos, vemos que el límite de la fun- 

ción y su valor en el punto z = 1 son iguales, o sea, lim f (z) = / (1). 


Según la definición 1 esto quiere decir que la función dada es continua 
en el punto z = 1. Análogamente, se puede mostrar que esta función 
es continua en todo punto de la recta numérica. Y 
Si lím /(2) = f (t) ( lím f (z) = f (20)), entonces la función 
saxo peert 


f (x) se denomina continua en el punto xp por la derecha (por la izquier- 
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da). Si la función f (z) es continua en el punto rẹ por la izquierda y por 
la derecha, ella es continua en este punto. n efecto, en virtud del 
teorema 4.2, en el caso dado el límite de la función en el punto zo 
es igual al valor de la misma en este punto. 

Demos, por último, una definición más de Ja continuidad de una 
función la cual, en realidad, es la paráfrasis de la primera definición. 
Traslademos en la igualdad (1) f (xo) al primer miembro e introduz- 
camos f(x) bajo el signo del 
límite. Puesto que las condiciones 
ru y (£ — Ta)— 0 son eqni- 
valentes, resulta 


, lím pII lE 0. (2) 
La diferencia £ — rọ se lama in 


aremento del argumento xen el punto 
to Y, Por regla general, se designa 
Au (se leo: edelta equis») y la dife- 
rencia f (x) — f (29), incremento de 
la función en el punto xp. provocado por el incremento del argu- 
monto Ax. y se designa Ay. Por lo tanto, 


Ar = r— Ay - f (27 + Ax) — f (xo). 
se que Ay es la función del argumento Az para el punto fijo xy 


significado geométrico de los incrementos está claro de la fig. 125. 
En las nue designaciones la igualdad (2) toma la forma 


lím Ay =0. (3) 
axo 


La relación (3) es precisamente una definición más de la continuidad 
de fa función, la cual puedo enunciarse así. 

Definición 3. La función f (x) se llama continua en el punto Xy 
si su incremento en este punto es una función infinitamente pequeña 
para As — 0. 

Para el uso práctico la última definición es, a veces, más cómoda 
y a continuación fa utilizaremos también 

O Ejemplo 2. Investíguese si es continua o no la función de 
Dirichlet: 


1, si z es un número racional, 


1163) 


D, si x es un número irracional. 

Resolución. Tomemos cualquier punto xy Sobre la recta numérica. 
Son posibles dos casos: 1) el número 2, es racional y 2) el número Te 
es irracional. 


En el primer caso 1) f (z) = 1. En todo entorno del punto racio- 
nal existen puntos irracionales en los cuales f (z) — 0. Por consi- 
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guiente, en todo entorno del punto zp hay puntos z en los cuales el 
incremento de la función Ay = f (z) — f (20) = 0 — 1 = A. 

En el caso 2) f (zp) = 0. En todo entorno del punto irracional 
hay puntos racionales en los cuales f (z) = 1. Por lo tanto. en todo 
entorno del punto zp hay puntos z en los cuales el incremento de la 
función Ay = f (x) — f (ze) = 1 — 0 = 1 

Ahora bien, el incremento de la función Ay puede tomar tanto 
el valor igual a 1 como el valor igual a — 1, o sea, no tiende a cero 
para Az—> 0. Según la definición 3 esto significa que la función de 
Dirichlet no es continua en el punto zp. Y puesto que el punto o 
fue elegido arbitrariamente, entonces con ello se demuestra que la 
función de Dirichlet no es continua en cada punto y, por lo tanto, 
sobre toda la recta numérica. O 

2. Operaciones aritméticas con funciones continuas. 

Teorema 4.7. Supongamos que las funciones f (x) y g (x) son con- 
TOS en el punto xy. Entonces las funciones f (x) + g (2), f (x) g (2) 

fiz 


O Demostración. Puesto que las funciones f (2) y g (x) continuas 
en el punto xy tienen en este punto límites iguales a f (zo) y g (20); 
entonces, según el teorema 4.3, los límites de las funciones / (z) + 
E g (2), /(2)-8 (a) y HE existen y son iguales a f (20) £ g (zo), 
Í (ue) € (20) y $ (20)/g (zo), respectivamente. Pero estas magnitudes 
son iguales a los valores de las funciones correspondientes en el punto 
so. Por consiguiente, según la definición 1, las funciones f (+) + g (2), 


Pg la) y pa son continuas en el punto xy. W 


PREGUNTAS DE AUTOCONTROL 


1. Enúnciense tres definiciones de la continuidad de una función en el 
punto o. 

2. ¿En qué consiste la diferencia entre el concepto de continuidad de una 
función y el de límite de una función en el punto zg? 

3. ¿Por qué de la continuidad de una función por la izquierda y por la 
derecha en el punto ze so deduce la continuidad de una función en este punto? 
¿En virtud de qué teorema? 

4. Enúncioso el teorema de las operaciones aritméticas con funciones con- 


tinu; 


§ 9. Continuidad de algunas funciones elementales 


Una de las propiedades importantes de las funciones elementales 
es su continuidad en cada punto del dominio de su definición. Con 
ejemplos de algunas funciones, vamos a verificar este hecho al utilizar 
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la definición de continuidad de las funciones en un punto y el teo- 
rema 4.7. 

1. Continuidad de las funciones racionales. Un ejemplo elemental 
de una función continua en todo punto ze de la recta numérica es la 
función constante f (x) = C. Efectivamente, en este caso lím f (z) = 
Í (o) (véase el ejemplo 1, subp. 1 del $ 2), o sea, la función: 
constante es continua en cada punto de la recta numérica. 

La función f(x) — x es también continua en cada punto +) de la 

cta numérica, ya que lím z= z = f (zo) (véase el ejemplo 2, 
subp. 1 del $ 2), o sea, el límite de la función en el punto xp es igual 
a su valor en este punto. De lo dicho y del teorema 4.7 se desprende 
que en todo punto xy las funciones 23 = z- z, 3° = 4% 
20 a aL. (n es un número natural) son continuas. Como ya 
sabemos, la función / (z) = 2" se dice potencial y la función de la: 
forma 


P(a)= 


O 


donde n => ( es un número entero y Co 

quiera números, se llama polinomio. 
Cada uno de los sumandos Cor", Cial, Cae, .. a, Cu es 

producto de dos funciones continuas (constante y potencial). Con- 

forme al teorema 4.7 este producto es continuo en todo punto z. 

De este modo el polinomio P (z) es la suma de las funciones continuas 

en todo punto æ y, por consiguiente, es continuo en cada punto x. 
La función racional fraccional, o sea, la función de la forma 


yo... Ep son cuales- 


P (2) 

R()-= ¿E 
Da: 

donde P (2) y Q (z) son polinomios, es continua en todos los puntos x 

en los cuales su denominador no es igual a cero (o sea, en Lodos los 

puntos, a excepción de las raíces del denominador), como cociente 

de Jas funciones continuas. 


Por ejemplo, Ja función R (r) = JEFE 


todos los puntos x distintos de +1 y — 

2. Continuidad de las funciones trigonométricas. Conside 
las funciones trigonométricas: sen z, CoS £, tg r, Clg T, Sec x, COSeC £. 
Mostremos que la función sen z es continua en todo punto z. Hagamos 
uso de la definición 3 de continuidad de una función. Asignando al 
argumento z el incremento Az, obtenemos el incremento de la función 


es continua en 


Ay = sen (z+ Az) — sen x 
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o bien 


Ay 2eos{ 


ndo al límite en 
para Ax 0, obten 


lím Ay 2 lim [cos (+ 
aro s0 


y que 


lim sen ŻE = lim 
T 


y el producto de una función 
os una infínitésima. Ahora bien, la función sen z es continua en todo 
punto +. La continuidad de la función cos x en todo punto z se de~ 
muestra de un modo análogo. 

Según cl teorema 4.7, de la continuidad de las funciones sen z 
snz 
cosz 


y seer Am en todos los puntos donde cos x + 0, o sea, en todos 


y cosx se deduco la continuidad de las funciones tg 


los puntos, salvo z= -4-nn, y la de las funciones etg z =+ 


az eu todos los puntos, salva z= (R 0. +1, 


) 

Continuidad de la función /(z)- |x|. La función / (1) = 
|x| cuyo gráfico está representado en la fig. 101 está definida 
y es continua en todos los puntos de la recta numérica. Efectiva- 
mente, en los puntos de la semirrecta (0, + 00) ella es continua, ya 
que para x > 0 j (x) = z (véase el subp. 1). En los puntos de la se- 
mirrecta (—co, 0) la función / (z) es también continua. ya que 
$ (2) -x para x < 0, puede ser representada como el producto de 
dos funciones continuas (—1) y z. y se puede aplicar el teorema 4.7 
de la continuidad del producto. Para determinar la continuidad 
de la función | z | en el punto x = 0, calculemos los límites laterales 


3) Aquí ha sido utilizado el primer lí 


mltado de la sustitución di iable +=A2/2% lí = 
resultado de la sustituci e Ns co m lia E 
= lim PAL (es evidente que t=-5=— 0 cuando Az — 0) . 


eo 
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de la función en este punto: 


lim |z| = lím (~-z) = — lime -0; 
ES ao 2-0 


lm Je) lím z 0. 
xot ar 


Así pues, los limites de la función en el punto z = 0 por la izquierda 
y por la derecha coinciden y son iguales al valor de la función en 
este punto. De aquí se desprende que la función | x | es continua en 
el punto x =0 y, por lo tanta, es continua en todos los puntos de la 
recta numérica. 

Así pues, nos hemos convencido de que las funciones considoradas 
son continuas en cada punto del dominio de su definición. En virtud 
del teorema 4.7 de la continuidad de la suma, diferencia, producto 
y cociente se puede afirmar que las funciones obtenidas de ellas me- 
diante un número finito de operaciones aritméticas son también 
funciones continuas en cada punto del dominio de su definición. 

Diremos que la función / (z) es continua en el intervalo (a, b) 
si es continua en cada punto de este intervalo; es continua sobre ol 
segmento la, b] si es continua on el intervalo (a, b), y es continua 
en el punto a por la derecha y en el punto 6 por la izquierda, osoa, 


limf/(2)=)(0) y Mm) =1(). 


4. Continuación del cálculo de los límites de funciones. Después 
de que hemos determinado que las funciones elementales poscon 
propiedad de continuidad en cada punto del dominio do su defini- 
ción, ren amplias posibilidades para calentar los límites de las 
funciones elementales. 

O Ejemplo 1. Hállese lí 

zan/2 


Resolución, Puesto que la función f (x)= 
en el punto x= o sea, el li 


L Ese 
te de la función y: su valor 


es continua 


en este punto son iguales, entonces, pasando al límite, resulta 
lim Lienz _ iten _ H 
zenz 160522 — T—cos (20/2) 1—1) dá 


Ejemplo 2. Hállese lím 


x-0 


Vii 


Resolución. Tenemos la indeterminación de la forma + 


ción f (a) = VZET no está definida en el punto 2 =0 y no 
es continua en este punto. Por eso, al igual que en el ejemplo pre- 
cedente, no se puede pasar inmediatamente al límite. Para encontrar 
13-785 


La fun- 
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el límite es necesario transformar idénticamente la función f (a) 
de un modo tal que ella para x + 0 coincida con cierta función F (x) 
continua en el punto z = 0, o sea, hallar una función continua F (2) 
tal que f (1) = F (a) para 10 o bien lím f (z) = lim F (2) = 

= F (0). Para esto multipliquemos el numerador de la fracción y su 
denominador por la suma V FF 14 1: 


Vipiat _ (VIFI-D(V2Fi+D _ 
z 2(ViFi+1) 


= F (z). 


Hm= 


Ahora bien, f (1) = F (2) para zæ 0. Pero la función F (z) es con- 
tinua en el punto z = 0. Por eso 


lí Lot <= 
ee vena ymn T 


Ejemplo 3. Hállese lim 2 %2—cos2=1 
2214 


senz — cos 7 


Resolución. Tenemos la indeterminación de la forma -¢-, 


La función / (a) = 22008224 no está definida en el punto 


cos. 
x= n/4. Para hallar el límite transformamos la fracci 


sen?z—cos2z—1 _ senZr—(1 + cos?) _ 


sen 7— cos z NN sen 7 — COS x 
senz cos r—2 ceos? r 2 cos z (sen z — cos z) 
= y 2cosz. 
enz cose enz coss 


Para z 7/4 tenemos 
sen 2z — cos 2z — 
sen zos 7 


2cos 7. 


Pero la función 2cosx es continua en el punto z=x1/4, Por eso, 
pasando al límite, resulta 


sen 2z — cos 2z — 


es oi 
=2 lim cosa 200 72.42 /Z e 


maja 

Al calcular los límites de las funciones para z — -+ 00, z — —co 
y z > co, que contienen los radicales, es necesario examinar ol valor 
aritmético de la raíz V 7 = | z | para z>0 y 2<0. 
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O Ejemplo 4. Hállese: 1) lia VE, 2) lím 


z sare IFE? 
p 5 Vai 
e 
Resolución. En todos los casos tenemos una indeterminación 


de la forma =, 


4) Para z>0 tenemos V 7ž= z, por eso 


A VEFi y VAa lz) VIFT 
A A e a a] 


lim VIFTE _ jim VE a 
zato E ~ pera IP 


2) Para z <0 tenemos V7 


— z, por lo tanto, 


VEUF _ izi VIFTA _ 

a A A Ma in A 

= tim VE __ VIFT 4 
ES ET] a RU A 


e 
3) tim VEL no existo, ya que los límites para z— +00 
Po 


y para 7 => — œ son diferentes. 


Ejemplo 5. Hállose lím VE VETA, 
A FT 


Resolución. Tenemos una indeterminación de la forma >, 
Para 2<0 VB =—x, Vx, por eso 


ya VA 


a a) 


7 æ (1--7/2) 
o TA ll VIE im AV 2 VAT 
La ZAFT) ER zF) 
142 _3 


q =0 


Diremos que la suma de dos funciones infinitamente grandes de 
signos opuestos es una indeterminación de la forma oo — oo 

En este caso no se puede decir nada determinado del límite 
de la suma, ya que esto límite puede ser igual a cero, al infinito, a un 
número distinto del cero y puede no existir en absoluto. 


13. 
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O Ejemplo 6. Hállese: 1) lím (V F 4zr— z); 

a+ 
2) dim (V Fiza). 

“Resolución. 1) Tenemos una indeterminación de la forma œ 
Para hallar el límite multipliquemos y dividamos por la suma 
ViZ+ 4x4 z, y como resultado obtendremos 

lim (VE (VFF E+) tim 
Poar VF iztr Prs VAR 


Tenemos ahora una indeterminación de la forma 2 . Para evaluar la 


indeterminación dada dividamos la fracción por x y luego pasemos 
al límite. Resulta 


IA VEETES, = ie 7505 a? 


Be VEET TE 
A yaioda suna, dordan fom 


f 
ciones infinitamente grandes es una función infinitamente grande 
(demuéstrese esto por sí mismo). 

De 1) y 2) se deduce, en particular, que lim (VF 47 — 2) 


no existe. Y 

Diremos que ol producto de una función infinitamente pequeña 
por una infinitamente grande es una indeterminación de la forma 
)- 00. 


O Ejemplo 7. Hállese lím (1—=) ut. 
Resolución. Tenemos una indeterminación do la forma 0-00. Para 
hallar el límite reemplacemos la variable, poniendo 1 — x = y. 
Puesto que Mm y = Mm (1 — z) = 0. entonces para z — 1 la nueva 
xo -1 
sariadle y +0 Además, all 0 yu onteccs a d ge Por 
consiguiente, 


lím (1— z) tg 2 (1—y) = límytg 
21 2 v=o 
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Se obtuvo una indeterminación de la forma -P-. Aquí es cómodo 


util 


izar el primer límite notable. Para esto transformemos la 


fracción: 


== EE 


nalmente- tenemos 


lím(1—2)tg Fx 7 e 
mt N sen y 
aE 


Notemos que la evaluación de las indeterminaciones no es, en 


una serie de casos, cosa simple. Se necesita cierta intelectiva y, desde 


luego, prácti 


forma & 


nos. 


en la resolución de un gran número de problemas. 
Así pues, nos hemos familiarizado con las indeterminaciones de la 
Z. œ — œ y 0-00. Existen también otras indeterminacio- 
Las conoceremos después de considerar la regla de L'Hospital. 


Ejercicios. Hálleso: 1. eE (Resp. 10.) 2. lim Espora: 


EXE 
fm -aeey 


(Resp. $.) 3. tim 2 HoN . (Resp. 1.) 4. 


2-3 2 
1 taza sen z— cosx 
(Resp. $.) 5. Mim SEE, (esp. 4) 6. Iim SET 
Ya 9 
( Resp. Te o veS (Resp. —12.) 
8. lím pain (Resp. —1.) 9. lim E, (Resp. 4.) 
xd s 


10. - (Resp. 2.) 14. tim depa, (Resp. z ) 
12. - (Resp. 44.) 13. lím yitma Y 


1 sent dz 
Resp. 4. A E A 9, 
(Resp. +) VA 


. (Indicación: hacer la sustitución z— 1 = y.) 


a VER 
ia VER, (rap. 4) 
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VAFSAVEREA (Resp. 3.) 18. lim 


«) 19. lím (V 2 F 3z F 1— V2 32 2). 
+ 


(VEFi VI=32P 1). (Resp. mE ) 


(Resp. 3.) 20. lí 


21. lim (1—-V3FIFD. (Resp. -+-) 22. lim (1 


xato aho 


-V PE 


). (Resp. 0.) 23. limzctgz. (Resp. 1.) 24. lím 3" > 
x-0 2. 


. (Resp. z.) 25. lím (z—V 2FFFT). (Resp. — œ 


PREGUNTAS DE AUTOCONTROL 


1. Domuéstreso que la función / (z) — cos z es continua en todo punto z. 


3 
2. ¿Por qué se puede afirmar que la función /() == 2H E2H2 os 


z545 
continua sobre toda la recta numérica? 


§ 10. Definición y clasificación de los puntos 
de discontinuidad de una función 


Definición. Æl punto xp se llama punto de discontinuidad de la 
función f (x), si f (x) en el punto zp no es continua. 

Las discontinuidades de las funciones se clasifican del modo si- 
guiente. 

Discontinuidad de segunda especie. El punto x, se llama punto 
de discontinuidad de primera especie de la función f (z), si en este 
punto la función f (z) tiene límites derecho e izquierdo finitos, pero 
no iguales uno al otro: 


lím /(2)% lím / (2). 


O Ejemplo. Para la función f (z) = sgn z el punto z = 0 es 
un punto de discontinuidad de primera especie (véase la fig. 80), 
ya que 

límsgnz=1, límsgnz=—1. e 

or zo 


Discontinuidad de primera especie. El punto x, se llama punto 
de discontinuidad de segunda especie de la función f (z), si en este 
punto la función f (z) no tiene al menos uno de los límites laterales 
o al menos uno de los límites laterales es infinito. 

O Ejemplo. Para la función f (z) — 1/z el punto z — 0 es un 
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punto de discontinuidad de segunda especie (véase la fig. 123), ya que 


límL=+00, E € 
ao Y a. * 

En el ejemplo 2, subp. 1 del $ 8 hemos determinado que la función 
de Dirichlet no es continua en todo punto zo de la recta numérica 
y en el ejemplo 5, subp. 2 del $ 2 hemos mostrado que la función de 
Dirichlet no tiene límite en todo punto zp. Por consiguiente, nos 
queda sacar la conclusión de que en todo punto ze la función de Diri- 
chlet tiene una discontinuidad de segunda especie. 


PREGUNTAS DE AUTOCONTROL 
1. ¿Qué puntos so llaman puntos de discontinuidad do una función? 
2. Dense las definiciones do los puntos de discontinuidad do primera y so- 
gunda especie. 


3. Señáleso en qué punto la discontinuidad tiene la función f (z)= 
y de qué especie es esta discontinuidad. 


1zi 
7 


ş 11. Teorema de la continuidad de una función 
compuesta 


Teorema 4.8. Supongamos que la función z = «q (x) es continua 
en el punto xp y la función y == f (2) es continua en el punto zy = 
p (2). Entonces la función compuesta y = f lp (x) es continua en 
el punto xy. 
O Demostración. Tome: 


Ly Y 


s de X cualquier sucesión de los puntos 


Lar - 


E naa 


que converja en el punto zo. Entonces, en virtud de la continuidad 
do la función z = «q (x) en el punto zp. tenemos 

lím 2, = lim q (Tn) = P (To) = Zo, 
o sea, la sucesión respectiva de los puntos Zi, Za, Zą -+s Zny <+- 
converge hacia el punto zo. Al mismo tiempo, en virtud de la con 
tinuidad de la función f(z) en el punto zo, resulta lím f (zn) = 


= f (20). o sea, 


lim f [Ẹ (zn)l = / 19 (20)1- 
Por consiguiente, el límite de la función f lọ (z)] en el punto zo 
es igual al valor de Ja misma en este punto, lo que demuestra precisa- 
mente la continuidad de la función compuesta f [y (x)] en el punto 
to m 
O Ejemplo. Demuésirese la continuidad de la fun 
sen a? en el punto x — O. 
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Resolución. Puesto que la función z = +* es continua en el punto 
z= 0 y la función y = sen z es continua en el punto z = 0, según 
el teorema demostrado Ja función compuesta y = sen 7° es continua 
en el punto r= 0. 6 

PREGUNTAS DE AUTOCONTROL 


1. Dése la definición de la fi sta. 
2. Enúnciese el teorema d de la función compuesta. 


Denméstrese la continuidad de la función y = sen 3r sobre toda la 
recta numérica. 


$ 12. Propiedades fundamentales de las funciones 
continuas 


1. Teorema sobre la estabilidad del signo de una función continua. 
Teorema 4.9. Supongamos que la función f (x) es continua en el 
punto 29 y f (z0) +0. Entonces eziste 8 > 0 tal que para todos los 


Fig. 126 Fig. 127 

pias ax € (zo — Ô, 2u+ 0) la función f (x) tiene el mismo signo que 

(xo). 
O Demostración. Supongamos que f (20) > 0 (fig. 126). Enton- 
ces, en virtud de la segunda definición de la continuidad de una fun- 
ción, para todo número e > 0 existe $ > 0 tal que la desigualdad 
17 (2) — f (zo) | < e se cumple para todos los z que satisfacen la 
condición | z — zp | < ô o bien, lo que es lo mismo, se cumplen las 
desigualdades 


Í (zo) — e< f (2) < f (20) + e 0) 


para todos los puntos z€ (fọ — Ô, zp + ô). Tomemos e — j (zo). 
Entonces de la desigualdad izquierda (1) obtenemos f (2) > 0 para 
todos los puntos x € (xy — ô, zo + 8). que es lo que se quería de- 


mostrar. 
En cambio si f (zp) < 0, consideremos la función —f (z). Puesto 


que —f (29) > 0, entonces, según lo demostrado, existe el -entorno 
del punto y en el cual —f (z) > 0 y, por consiguiente, f (z) < 0. ME 
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2. Paso de una función continua por todo el valor intermedio. 
Consideremos el teorema del paso de una función continua por el 
valor nulo al cambiar los signos. 

Teorema 4.10. (primer teorema de Bolzano — Cauchy)?). Supon- 
gamos que la función f (x) es continua sobre el segmento la, bl y en los 
extremos del segmento tiene valores de signos opuestos. Entonces existe 
un punto c € (a, b) en el cual f (c) = 0. 

O Demostración. Supongamos, para precisar, que f(a)<0 
y / (bì) >0 (fig. 127). Dividamos el segmento [a, b] por la mitad. 
Si el valor de la función en el punto medio del segmento la, b] es 
igual a cero, el teorema quedará demostrado. En el caso contrario 
elijamos entre los segmentos obtenidos el segmento en cuyos extre- 
mos la función tiene valores de signos opuestos y designémoslo por 
[a,, b11. Bisequemos el segmento la,, b,), elijamos el segmento en 
cuyos extremos la función f (z) tiene valores de signos opuestos y de- 
signémoslo por laz. b¿), etc. Continnando este proceso indéfinida- 
mente, obtenemos la sucesión 

la, b] >[a,, b) > las, bal > la Tale 
dle los segmentos encajados, con la particularidad de que b, — an 


>0 para n— œ y en los extremos de cada segmento 


la,, bn] la función tiene valores de signos opuestos. 

Según el teorema 3.13 de los segmentos encajados existe el punto c 
perteneciente a todos los segmentos. Demuéstrese que f(c) = 0. 
Efectivamente, si admitimos que f (c) > 0, conforme al teorema 4.9 
de la estabilidad del signo de una función continua existe el entorno 
del punto c en el cnal f (z) > 0. Al ser n suficientemente grande en 
este entorno llegará a parar el segmento [a,, bn] en el cual, por lo 
tanto, será f (1) > 0 y esto contradice la elección de la sucesión 
de los segmentos encajados. Análogamente se demuestra que f (c) 
no puede ser menor que cero. Nos queda admitir que f (c) = 0. En 
este caso es evidente que el punto c€ (t, b). W 

El teorema demostrado tiene un significado geométrico sencillo: 
al pasar de un semiplano, cuya frontera es el eje Oz, al otro la curva 
continua corta a este eje. 

Téngase presente que al demostrar el teorema 4.10 hemos 
pleado el método de bisección de un segmento. A continuación uti 
zaremos reiteradamente este método. 

Consideremos el teorema del paso de una función continua por 
cualquier valor intermedio. 

Teorema 4.11 (segundo teorema de Bolzano — Cauchy). Supon- 
gamos que la función f (x) es continua sobre el segmento la, b), con la 
particularidad de que f (a) = A, f (b) = B. Supongamos, luego, que 
C es todo número comprendido entre A y B. Entonces sobre el segmento: 
la, b) habrá un punto c tal que f (e) = C. 

Y B Bolzano (1781—1848), matemático checo. 
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Con otras palabras, al pasar de un valor a otro, la función con- 
tinua toma también todos los valores intermedios. 

O Demostración. Supongamos, para precisar, que A<B y 
A<C<B (fig. 128). Consideremos una función auxiliar 


@ (2) = f (2) — C- 
Esta función es continua sobre el segmento la, b] (como diferencia 


de las funciones continuas) y toma en los extremos de este segmento 
valores de signos opuestos: 


pla) =f l) — C =A C0, 
e (b) = f (b) — C = B — C > 0. 
Conforme al teorema 4.10 existe un pun- 


to ce Ela, b) tal que ẹọ (c) = f (e) — 
= 0, o sea, f (c) — 0. De aquí 
fe) =C. m 


Corolario. Si la función f (x) está de- 
finida y es continua sobre cierto intervalo 
X, el conjunto de sus valores Y también 
es cierto intervalo. 

E Demostración. Sea m- inff (r), M = sup f (o), donde m 
x 


Fig. 


y M son los números que se llaman, respectivamente, cotas inferior 
exacta y superior exacta de la función *). 

Tomemos todo y de Y, no igual a m ni a M, y elijamos dos valores 
Y € ya de la función f (z) de un modo tal que se cumplan las desigual- 
dades m < y, < y < ya < M. La existencia de tales valores de la 
función / (+) se deduce de la definición de las cotas exactas (si M 
= boo (m —00), entonces ys < M (m < y,)). En este caso según 
el teorema 4.11 de los valores intermedios de una función continua 
existe un punto z tal que f (x) = y. Por lo tanto, el conjunto Y 
es cierto intervalo (finito o infinito) que tiene por extremos m y M, 
los cuales, según el caso concreto, pueden pertenecerle o no pertene- 
cerle. W 

Los teoremas demostrados tienen gran importancia teórica y 
práctica. 

O Ejemplo 1. Demuéstrese que la ecuación 77 — I8z-+ 2- 0 
tiene una raíz sobre el segmento [—1, 1]. 

Resolución. Pongamos f (z) =x* — 1874 2. Esta función os 
continua sobre el segmento [—1, 1] y en sus extremos toma los valores 
de signos opuestos: f (—1) = 19 > 0, f (1) = —15 < 0. Por consi- 
guiente, satisface las hipótesis del teorema 4.10, según el cual existo 


1) Recuérdese que se llama cota superior (inferior) exacta de la función 
/ (z), definida sobre X, a la cota mínima (máxima) entre las cotas superiores 
(inferiores) que limitan Y por arriba (por abajo). 
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al menos un punto e (—1 < c < 1) en el cual f (e) = 0. El número 
c es precisamente la raíz de la ecuación dada. 

Ejemplo 2. Demuéstrese que la función f (z) — 2*/4 — sen nz + 
toma un valor igual a 3, dentro del segmento [—2, + 2]. 

Resolución. La función dada satisface las hipótesis del teorema 
4.11. Es continua sobre el segmento [—2, + 2] y en los extremos de 
este segmento toma distintos valores: f (—2) = 1, f (2) = 5. Puesto 
que 1 < 3 < 5, entonces, conforme al teorema 4.11, dentro del seg- 
mento [—2, +2} existe el punto c en 
el cual la función toma el valor igual a 3, y4 
o sea, /(c)=3. 0 

3. Teorema del carácter acotado de 
una función continua sobre un segmento. 
Recuérdese que la función / (z) se llama 
acotada sobre el segmento la, b] si existe 
un número M > 0 tal que para todos los 
puntos zx € la, b] se cumple la desigual- 
dad | f(z) | < M o bien —M</f(9< 
<M, o sea, el gráfico de la función f (x) de 
no sale de la franja limitada por las Fig. 129 
rectas y == M e y = —M (fig. 129). 

Teorema 4.12 (primer teorema de Weierstrass) *). Si la función 
1 (2) está definida y es continua sobre el segmento la, b), ella está acotada 
sobre este segmento. 

Demostremos previamente el siguiente lema. 

Lema. La función f (z), continua en el punto zp, está acotada en 
cierto entorno suyo. 

C Demostración. Tomemos e= 1. Entonces, conforme a la 
segunda definición de la continuidad de una función en un punto, 
para e dado existe ô > 0 tal que para todos los x € (xp — ô, To + ô) 
se cumple la desigualdad | f (2) — f (20) | < 1. 

Utilizando esta desigualdad, obtenemos |f(2)1 = | (Ọ (2) — 
— f (20) + f (zo) | < 116) 16) 14 116) 1<14 IA (20) l 
o sea, |f (x)| < M. donde M = 1-4 |f (ro) |. De aquí sacamos la 
conclusión de que la función / (z) está acotada en el $-entorno del 
punto ro. 

O Demostración del teorema. Supongamos lo inverso, o sea, 
admitamos que la función / (z) no está acotada sobre el segmento 
Ta. bl. Bisequemos el segmento la, b], entonces al menos sobre uno 
de los dos segmentos obtenidos la función f (z) no está acotada (en 
el caso contrario ella estaría acotada sobre la, bl). Designemos este 
segmento por la,. b,). Bisequemos el segmento [a,, 61) y designemos 
por laz, b,l aquél de los segmentos sobre el cual la función f (£) 
no está acotada, etc. Continuando este proceso indefinidamente, 


1) Kar] Weierstrass (1815 — 1897), matemático alemán. 


204 4. Función 


obtenemos la sucesión 


la, b] Dla, b} D las, b} D -D län, bal D- 
de los segmentos encajados, en cada uno de los cuales f (2) no está 


b-a o 


acotada, con la particularidad de que bn— an -+r 


para n — o. 
Conforme al teorema 3.13 de los segmentos encajados existe el 
punto c perteneciente a todos los segmentos. Según la hipótesis la 
función f (x) está definida y es continua en el punto e, por lo tanto, 
según el lema demostrado, en cierto entorno del punto c ella está 
acotada. Cuando n es suficientemente grande, en este entorno 
encuentra el segmento la, , b, ] sobre el cual la función f (x) también 
está acotada, lo que contradice la elección de la sucesión de los se; 
mentos encajados. La contra: ión obtenida demuestra el teorema. E 
Observación. El teorema no es cierto si el segmento la, b| se 


reemplaza por el intervalo (a, b). Así. por ejemplo. la función / (2) 


L os continua sobre el intervalo (0, 1), pero no está acotada, ya 


que lim 2 = +æ. 
20 F 

La demostración del teorema para el intervalo enu pasa» en el 
lugar, donde se afirma que en el punto c la función está definida y es 
continua. Para el intervalo el punto e puede coincidir con su extremo 
y entonces la función f (z) no quedará definida ni será continua en 
el punto c. 

4. Teorema acerca de cómo una función, que es continua sobre 
un segmento, alcanza sus cotas exactas. En el caso cuando las cotas 
exactas de una función son los valores de la misma, se dice que la 
función alcanza sus cotas ezactas. Sin embargo, como se sabe (véase 
el teorema 1.1) no a todo conjunto pertenecen sus cotas exactas. El 
ejemplo siguiente muestra que las cotas exactas de una función no 
siempre se alcanzan. 

O Supongamos que en el segmento [0, bl, ò > 1, está definida 
la función / (z) =x — [z] cuyo gráfico está representado en la 
fig. 130. De conjunto de valores de la misma sirve el semiintervalo 
10, 4). La función está acotada superior e inferiormente y tiene sobre 
el segmento dado la cota superior exacta, igual a 1 y la cota inferior 
exacta, igual a 0. Es evidente que la función toma el valor igual 
a 0, pero no toma el valor igual a 1. Por lo tanto, se puede decir que 
la función alcanza su cota exacta inferior y no alcanza la superior 
exacta. 0 

Surge la pregunta ¿cuál es la condición con la que la función 
alcanza sus cotas exactas? El siguiente teorema da la respuesta. 

Teorema 4.13 (segundo teorema de Weierstrase). Si la función 
j (x) es continua sobre el segmento la, bl, ella alcanza sobre este seg- 
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mento sus cotas exactas, o sea, ezisten puntos z,, z, € la, bl tales que 
ifig. 131) 


1) =M= sup f(z), f(2%,) =m = inf f (z). 
La, b) la, b] 
O Demostración. Puesto que la función / (z) es continua sobre 


el segmento Ía, b), entonces, conforme al teorema 4.12, ella está 
acotada sobre este segmento. Por consiguiente, según el teorema 1.1 


Fig. 130 Fig. 131 


existen la cota superior exacta M y la cota inferior exacta m de la 
Función j (z) sobre el segmento la, bl. 

Mostremos que la función f (z) alcanza M, o sea, existe tal punto 
x, € la, bl que f (z,) = M. Vamos a razonar mediante la reducción 
al absurdo. Supongamos que la función f (z) no toma en ningún punto 
la, b) el valor igual a M- Entonces para todos los puntos z € la, bÌ 
ida la desigualdad 7 (z) < M. 
nsideremos sobre el segmento la, b) una función auxiliar, posi- 
por doquier, 


F (2) 


Según el teorema 4.7 la función F (z) es continua como cociente de 
dos funciones continuas. En este caso, conforme al teorema 4.12, 
la función F (z) está acotada, o sea, habrá un número positivo yl 
tal que para todos los puntos z € la, bl 


$ 1 
F (2)= grygy Sta de donde (2) <M—-. 


Se obtuvo que un número M — 1/41, menor que M, es la cota supe- 
rior de f (z) sobre el segmento la, b). Pero esto contradice el hecho 
de que el número M es la cota superior exacta, o sea, la cota superior 
mínima de la función / (z) sobre el segmento fa, bl. La contradicción 
obtenida demuestra precisamente que existe el punto z € la, bl 
en el cual f (z) = M. 

De un modo análogo se demuestra que la función f (z) alcanza 
sobre la, bl su cota inferior exacta m. E 
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Observación. Una vez demostrado que la función f (z), continua 
sobre el segmento la, b), alcanza sobre este segmento sus cotas exactas 
superior M e inferior m, la cota superior exacta puede Jlamarse valor 
máximo y la cota inferior exacta, valor mínimo de la función f (z) 
sobre este segmento; entonces el teorema 4.13 se puede enunciar en 
la forma siguiente: una función continua sobre un segmento tiene sobre 
este segmento los valores máximo y mínimo. 


O Ejemplo 3. Demuéstreso que la función / (z) =2arorg + 
+ (22— 5246) sen V 2341 está acotada sobre el segmento |0, 1] 
y existen tales valores de z con los cuales la función toma sobre 
este segmento los valores máximo y mínimo. 


Resolución. Puesto que las funciones 21% 


— 5r + 6), sen Y z nas sobre el segmento (0, 1), 
entonces, conforme al teorema 4.7, Ja función dada f (£) es continua 
sobre este segmento. Por consigniente, según el teorema 2 ella 
está acotada sobre el segmento [0, 1] y según el teorema 4.13, existen 
sobre este segmento los valores z, y z, en los que la función toma el 
valor máximo (/ (21) gI y el valor mínimo (f (z4) 

o, 4) 


inf / (2). 
(0, 13 


5. Concepto de continuidad uniforme de una función. Lu pro- 
piedad de continuidad uniforme es una propiedad importante de la 
función continua sobre un segmento. Esta propiedad se utiliza amplia- 
mente para demostrar varios teoremas fundamentales. 

Sea f (z) una función continua sobre cierto intervalo X y sea el 
punto xy € X. Puesto que la función f (z) es continua en el punto zo, 
entonces, según la segunda definición de continuidad, para todo 
número e >0 habrá 6 >0 tal que |/(2)—f(m)|<e para 
| z — do | < 6. Está claro que ô depende de e, pero ô depende ta 
bién de zp. Al variar z, dentro de los límites del intervalo en cuestión 
(al ser constante e) el número ô es distinto para diferentes xy. Cuanto 
«más abrupto» sea el gráfico de la función / (z) en el entorno del punto 
zo, tanto menor será ô correspondiente a este punto (fig. 132). 

De esta manera, para e dado a cada punto x del intervalo en 
cuestión corresponde cierto número ô >0. Si hubiera un número 
finito de puntos, se podría del conjunto finito de los números ô 
elegir e] número $ positivo mínimo que dependiera sólo de e y fuera 
«útil» para todos los puntos z. Hablando en general, no se puede 
hacer esto para un número infinito de puntos, ya que a estos puntos 
corresponde un conjunto infinito de números 5, entre los cuales 
también pueden haber tan pequeños como se quiera. 

Surge la pregunta ¿existen o no funciones continuas, definidas 
sobre ciertos intervalos, para las cuales según todo número ô >0 


he ad g 
arctg Ep (e — 
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se podría hallar e >0 no dependiente de z, o sea, ô sería común 
para todos los puntos z del intervalo en cuestión. Esta pregunta con- 
duce al concepto de continuidad uniforme de una función. 

Definición. La función f (x) se llama uniformemente continua sobre 
cierto intervalo X, si para todo número e >0 existe $ >0 tal que para 
cualesquiera dos puntos 2'. x" € X que satisfacen la desigualdad 
| 2" — 2 | <ô se cumple la desigualdad | f (x°) — f (z) | < e. 

Por definición, ô depende sólo de e y es común para todos los 
puntos z', z” del intervalo X. 

El concepto de continuidad uniforme de una función pertenece 
a los problemas más complicadas y difíciles de comprender del aná- 
lisis matemático. 

El concepto de continuidad uniforme de una función sobre el. 
intervalo X se distingue del de continuidad sobre este intervalo. 


por el hecho de que la magnitud ô depende sólo de e y no depende 
de æ (para todo número e >0 existe un «propio» número ô >0, 
común para todos los puntos z€ X), mientras que en cáso de una 
continuidad «ordinaria» ô depende de e y de z. En este caso, como 
hemos mostrado anteriormente, ð en dependencia de z puede tomar 
valores tau pequeños como se quiera. 

De la definición de continuidad uniforme se desprende que si la 
función f (x) es uniformemente continua sobre cierto inter 
ella es también verdaderamente continua sobre este interval 
continua en todo punto zọ € X. En efecto, tomando en la de 
como z' el punto fijo dado xy € X y como z” todo punto de este 
intervalo, llegaremos a la definición de continuidad de la función 
1 (2) en el punto zo. La afirmación inversa no es cierta (piense ¿por qué?). 

Consideremos los »jemplos de las funciones que poseen o no 
poseen la propiedad de continuidad uniforme sobre el intervalo 
dado X. 

O Ejemplo 4. Utilizando la definición de continuidad uniforme. 


demuéstrese que la función f (z) sent no es uniformemente con- 
tinua sobre el intervalo (0, 1). 
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Resolución. El gráfico de la función f(x) = nl está repre- 


sentado en la fig. 121. La función es continua sobre el intervalo (0, 1), 
pero no es uniformemente continua sobre éste. Para convencerse de 
esto basta demostrar que para cierto número € >Ü y para todo 
número 5 >0 tan pequeño como se quiera existe al menos un par de 
puntos q" y x" del intervalo (0, 1) tales que [77 — a’ | < ô, pero 
11) — f 2) | S e 
Tomemos e 1 y consider 
necientes al intervalo (0, 
rales 


cesiones de puntos perte- 
{za} con elementos gene- 


i 2an} 


(n :1,2, ...). 


«on la particularidad de que / (25) 1 y (e) - —t. Ambas 
estas sucesiones y, por lo tanto, sus diferencias son infinitamente 
pequeñas. Pur eso para todo número $ >O tan pequeño eomo se 
quiera existe un número de orden z tal que | 2h — za | < 5, mien- 
tras que para todo número de orden n 


— 1 (2501 =| sen ($+ 2an) 


sen LE 2an) |> AA 12 >< 


Ue 


Esto demnestra precisamente que la función en cuestión no es uni- 
nente continua sobre el intervalo (0, 1). 

jemplo 5. Utilizando la definición de continuidad uniforme, 
demostrar que la función f (x) z es uniformemente continua sobre 
toda la recta numéric: 

Resolución. Tomemos todo número e >0 y 6 — e. Entonces 
de la desigualdad |z" — z’ | < ô se deduce la desigualdad | f (2”) — 
—/(2)|=|2"- Y | <e, que es lo que se quería demostrar. 

Ejemplo 6. Utilizando la defi ón de continuidad uniforme, 
demuéstrese que la función f (z) = x* no es uniformemente continua 
sobre toda la recta numérica *). 

Resolución. Para cerciorarse de esto basta mostrar que para cierto 
número e > 0 y para todo número ô => 0 tan pequeño como se quiera 
habrá al menos un par de puntos z” y z” tales que 


l"—2'1<8, pero |f(2)—f(2)|>*. 


Tomemos e= y consideremos dos sucesiones de puntos {zh} y 


{zh} que tienen por elementos generales zp=V n y h=V nF1 


1) Aunque osta función es continua en cada punto de la recta numérica. 
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(n=4, 2, ...). Entonces 
e (Vati Va) (VaF14+ Vo) 
latal =V n+1—-V n= AAA 
1 
(RA AS 


para 1 00 y 

I (rh) F (2) 1= 17 —2 | =n +1 1 
Por consiguiente, para todo número ô >O tan pequeño como se 
quiera habrá un par de puntos z} y z% tales que | z} — zh | < 8, 
mientras que |/(-)—/ (2h) | =1>e= 5 y esto demuestra 


precisamente que la función en cuestión no es uniformemente continua 
sobre toda la recta numérica. Y 

El teorema siguiente determina la condición en la que una función 
continua es también uniformemente continua. 

6. Teorema de la continuidad uniforme de una función. Teorema 
4.14 (teorema de Cantor) !). Si la función f (z) es continua sobre el 
segmento la, bl, ella también es uniformemente continua sobre éste. 

O Demostración. Demostremos primero que si lo función / (x) 
es continua sobre Ía, b], entonces para todo número e >0 el seg- 
mento [a, b] puede partirse en un número finito də segmentos, dos 
vualesquiera de los cuales o no tienen puntos comunes o tienen só! 
un punto de frontera común y sobre cada uno do los cuales para 
lesquiera dos puntos z’ y z” se cumple la desigualdad | f(x") ~ 

=f) |< e. 

Supongamos lo inverso, o sea, admitamos que exista e >0 
para el cual tal partición del segmento fa, b] no es posible. Biseque- 
mos el segmento la, b] y elijamos aquél de los segmentos para el 
cual tal partición es imposible. Designémoslo por [a,, b,]. Biseque- 
mos ahora el segmento Es bl y escojamos, aquél de los segmentos 
para ol cual tal partición es imposible, etc. Continuando este proceso 
indefinidamente, obtenemos la sucesión de los segmentos encajados 


la, bla, bil D laz, bal... Dita, bal> ... 


que poseen la propiedad de que ninguno de ellos se puedo partir 
en un número finito de segmentos, en cada uno de los cuales se cumple 
para cualesquiera dos puntos z y z” la desigualdad |j (2") — 
— f (a) | < e. Conforme al teorema 3.13 de los segmentos encajados 
existe un punto c perteneciente a todos los segmentos. Puesto que la 
función f (z) es continua en el punto e, para un número e dado habrá 


$ tal que | f (z) — / (c) | < Ž para todo punto z del ó-entorno del 


» da O Seorg Cantor u — 1918), matemático alemán, fundador de la moder- 
ua teoría de los conjuntos. 


14-785 
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punto e. Entonces para cualesquiera dos puntos z’ y z” del 6-entorno 
del punto e se cumple la desigualdad 


EEN O) — MO) +1 O EDS 


SIM) MAMAS E 
o sea, 
HEEE. 


Al -entorno del punto c, al ser suficientemente grande n, va a parar 
el segmento la, , bnl y, por consiguiente, para todos dos puntos 
z yz" de este segmento es válida la desigualdad | f (2) — / (2) | < 
<'e, lo que contradice la elección de la sucesión de los segmentos 
encajados. 

Pasemos ahora inmediatamente a la demostración del teorema. 
Según lo recién demostrado, para todo número e >0 existo la parti- 
ción del segmento fa, b] en un número finito de segmentos, en cada 
uno de Jos cuales la diferencia entre cualesquiera dos valores de la 
función f (z) es, en valor absoluto, menor que e/2. Designemos con ô 
la longitud del menor entre los segmentos de partición y considere- 
mos cualesquiera dos puntos z’ y z” del segmento la, bl que estén 
alejados uno de otro a una distancia menor que 5, o sea, | z” — 7 | < 
< ô. Son posibles dos casos: 1) los puntos z’ y z” pertenecen a un 
mismo segmento de partición; 2) los puntos z' y z” pertenecen a dos 
segmentos de partición vecinos. En el primer caso |/(2") — 


z’) | < Ë < e; en el segundo caso, designando por zẹ ol punto 
7 E por za ol pi 
común de frontera tenemos 


VEN 1 1 0) —/ (20) +0 (o) — 1 (Y 1< 
SIN) IA) 1 <> 


Así pues, para todo número e >Ü habrá ô >0U tal que para dos 
puntos cualesquiera z’ y z” del segmento la, bl que satisfacen la 
desigualdad |z" — z’ |< ô se cumple la desigualdad |f (2") — 
—f(2) |< e, tal como se quería demostrar. MW 

Observación. El teorema no es cierto si el segmento la, b] se 
reemplaza por el intervalo o semiintervalo. 

O Ejemplo. Consideremos la función f (z) = 2 sobre el inter- 
valo (0, 1). La función dada es continua sobre el intervalo (0, 1), 
pero no es uniformemente continua sobre éste. Esto se desprende del 


hecho de que para todo número fijo e >0, cualquiera que se tome 
$ > 0, siempre habrá puntos z’ y z” suficientemente próximos a cero, 
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la distancia entre los cuales es menor que ô y el módulo de la dife- 
rencia | f (2) — / (2) |, menor que e (fig. 133). e 

El teorema de Cantor ofrece la posibilidad de afirmar de una vez 
que la función j (z) es uniformemente continua sobre el segmento 


Fig. 133 


la, b], si queda determinada la con dad de la función sobre esto 
gmento. 

O Ejemplo 7. Demuéstrese que la función / (z) — z? es unifor- 
memente continua sobre el intervalo (—1, 1) *), haciendo esto por 
dos métodos: 1) utilizando el teorema de Cantor; 2) utilizando la 
dofinición de la continuidad uniforme. 

Resolución. Método 1. Consideremos la función / (z) = z? sobre 

el segmento [—4, 1]. Ella es continua sobre este segmento y, por 
consiguiente, conforme al teorema de Cantor, es uniformemente 
continua sobre éste. De aquí se desprende que la función / (z) 2% 
es uniformemente continua sobre el intervalo (—1, 1). En efecto, 
el intervalo (—1, 1) es un subconjunto del segmento [—1, 11, 
o sea, (—1, 1) (1, 1) y puesto que la desigualdad | / (2”) 
— f (z')}| < e se cumple para cualesquiera 2”, z” € |—1, f] que 
satisfacen la desigualdad | z" — 2" | < 6, entonces ella se cumple 
también para cualesquiera 2”, z” € (—1, 1) que satisfacen la misma 
desigualdad, tal como se quería demostrar. 

Método II. Tomemos dos puntos cualesquiera 2” y z” del inter- 
valo (—1, 1). Entonces 

LM) JW) l= 12421142) 
lz +r lz er Klea 
ya que el módulo de la suma |z" -+ z’ | está limitado por el nú- 
mero 2. 


3) Aunque esta función no es uniformemente continua sobre toda la recta 
ca (véase el ejemplo 6). 
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Tomemos ahora todo número £ >Ü y pongamos 5 = g/2. Enton- 
ces para todos 2%, z” E€(—1, 1) que satisfacen la desigualdad 
— 2 |<b se cumple la desigualdad 


mente, según la definición de la continuidad 
f (2) -— x% es uniformemente continua sobre 


Esto sigui 
uniforme, que 
el intervalo (—1, 1). @ 

En conclusión nótese que el teorema de Cantor tiene una impor- 
tancia teórica primordial. Con su ayuda ha sido demostrada una 
serie de teoremas fundamentales. 


PR NTROL 


1. Enúnciese el teorema do la estabilidad del signo de una función continua 

2. ¿So puede afirmar que si la función f (2) es continua en el punto r, 
y f (rs) 0, la función f (z): a) Gune un signo determinado en cierto entorno del 
punto o; D) no tiene un signo determinado en ningún entorno del punto rẹ? 
Cítensu los ejemplos respectivos, 

Enánciese ol primer Lcorema de Bolzano — Cauchy. 

la función (z) es continua sobre el segmento 
la, 6] y en los extromos del segmento tiene valores de un mismo signo, entonces 
sobre la, 6] no hay tal punto en el cual la función se anule? Cítose un ejemplo 

5. Enúnciese el primer teorema de Woierstrass. 

G. ¿Puede una función continua sobre un intervalo estar acotada sobro 
torvalo? 

7. ¿Puede una función no acotada sobre un segmento u sobre ua intervalo 
ser continua sobro estos intervalos? 

X. ¿Puede una función acotada sobre un segmento tomar los valores de sus 
cotas exactas? 

9. Enúncicso el segundo teorema de Weierstrass. 

10, ¿Puedo una función continua sobre un intervalo alcanzar sobre osto 
intervalo sus cotas exactas? 

14. Dése la definición de concepto de continuidad uniforme de una función 

12. ¿En qué consiste la distinción entre el concepto de continuidad uniformo 
y el de continuidad de una función? 

13. Enúncieso el teorema de Camtor. 

14. ¿Puede una función continua sobre un interv: 
tinua sobro este intervalo y, viceversa, puede una funci 
tinua sobre un intervalo ser continu; 

45. ¿Es la función f (7) = 7? uniform 
Jo (1.59 


UNTAS DE AUTO 


4. ¿So puede afirmar que 


esto 


ser uniformemente col 
n uniformemente con- 


ente continua sobre el interva- 


§ 13. Teorema de la continuidad de una función 
inversa 

Introduzcamos varios conceptos preliminares. Diremos que la 
función f (2) no decrece (no crece) sobre el conjunto X si para todos 
puntos zı, 7, € X que satisfacen la condición z, < 32 es válida la 


desigualdad f (z1) </() (E) > f (E). 
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s funciones no decrecientes y no crecientes llevan el nombre 
de funciones monótonas. 

Si para todos puntos z;. ze € X que satisfacen la condición 
xy <z, es válida la desigualdad / (2) < f (2) (f (a) >f (20) 
entonces la función f (z) se llama creciente (decreciente) sobre el ci 
junto X. Las funciones crecientes y decrecientes se llaman también 
estrictamente monótonas. 

O Ejemplos. 1. La función / (z) = sgn z es no decreciente sobre 
toda: la recta numérica. 

2. La función f(x) — z es creciente sobre toda la recta numérica. €) 

Teorema 4.15. Supongamos que la función y = f (x) está definida, 
es estrictamente monótona y continua sobre cierto intervalo X y sea Y 


Fig. 135 


el conjunto de sus valores. Entonces sobre el conjunto Y la función 
inversa x = «p (y) es univoca, estrictamente monótona y continua. 

O Demostración. Supongamos, para precisar, que la función 
$ (2) crece sobre X, o sea, para todos puntos z,. z, € X que satisfacen 
la condición de que z, < z, se cumple la desigualdad y, < Ya (Yi 

$ (23) e Ya = f (2) (fig. 1 

La univocidad de la función inversa z y (y) se deduce del 
hecho de que en virtud del crecimiento de la función y — f (2) sobre X 
es válida la desigualdad y, = f(z,) s f(z) = yo para t; r, Y, 
y, por lo tanto, a cada y € Y corresponde el único valor de z€ X. 

Demostremos ahora que la función inversa z = « (y) crece sobre Y 
Efectivamente, si y, < ya, entonces también z, < z, (4 q (h) 
y Z, = q (Ya), ya que si existiera z, > z4, del crecimiento de f (2) 
se deduciría que y, > Ya, lo que contradiría la suposición de que 
Y < ya. Por lo tanto, el hecho de que la función inversa z «p (y) 
es estrictamente monótona queda establecido. 

Y, por último, mostremos que la función inversa z — 4 (y) es 
continua sobre Y. En virtud del corolario del teorema 4.11 el con- 
junto Y es un intervalo que tiene por extremos m y M, donde m = 

= inf / (z), M = sup f (z). Sea yo E Y, zo = Y (yo). Consideremos 
x 


primero el caso cuando m < y < M (fig. 135). En este caso el 
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punto xy es. evidentemente, el punto interior del intervalo en sentido 

lato X. 
Tomemos £ >0 tal que (Tọ — e) E X y (zọ + e) € X y pongamos 

£) e ys ~ f (zo +e). Entonces, on virtud del creci- 


H (o 
miento de la función f(z), resulta 
MS Y < Ye 


Tomemos ahora 3 >0 tal que se cumplan las desigualdades y, < 
<m - dem + 9 < y. En este caso, si y satisfaco las desigualdades 


Y —06<y<Y t S, 


entonces 
hHSY=V 
y. por lo tanto. en virtud de crecimiento de «p (y), tenemos 
PU) <p (Y) < o (Ya). 
Teniendo en cuenta que q (4) zo — 9 ()—e y 0 (y) 


To ep Ayo) + e. obtenemos y (ya) — € < Q (Y) < P (Yo) 
i e, a condición de que yo — Ô < y < W ib. 


(y =arcsen x 
Xesen y 


sen Y 


Lon i Pares y 


Fig. 136 


Así pues, queda demostrado que para todo número suficiento- 
mente pequeño e >0 existe 5 >O ta) que para todos Jos puntos y 
que satisfacen la desigualdad | y — ya | < 8, se cumple la desigual- 
dad | (Y) — P (Yo) | < e, o sea, la función inversa £ == q (y) es 
continua en el punto yọ. Pero yọ es un punto arbitrario del intervalo 
(m, M). Esto quiere decir que la función invorsa z = q (y) es con- 
tinua sobre (m, M). 

Si m € Y o M € Y, entonces, razonando de un modo análogo, se 
puede demostrar la continuidad de q (y) por la derecha en el punto m 
y por la izquierda en el punto M. 

Por consigniente, queda demostrado el hecho de que la función 
inversa x — ọ (y) es continua sobre Y. 
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En caso de decrecimiento de la función f (z) el teorema se de- 
muestra de un modo análogo. WM 
Observación. Si la función inversa z == y (y) es unívoca, entonc 
evidentemente, la función y — f (z) es inversa para la función z 
+ (v). Tales funciones se llaman también recíprocamente inversas. 
O Ejemplo. La función y = sen z sobre el segmento |—a/2, 1/21 
crece, es continua y de conjunto de sus valores sirve el segmento 
[-4, 4]. Conforme al teorema 4.15 sobre el segmento [—1, 1] 
existe una función inversa, continua y creciente, con el conjunto de 
los valores [—2u2, 1/2). Esta función inversa se designa z= 
=arcsen y. Su gráfica coincide con a de la función y = sen z que se 
considera para —a/2 < z < 1/2 (fig. 136) 
Si ahora z e y se cambian de lugar, o sea, si se considera la función 
y + arcsen z, obtenemos la gráfica representada en la fig. 136 con 
ea continua. 0 


PREGUNTAS DE AUTOCONTROL 


1. Cítese un ejemplo de la función no monótona. 

2. Déso la definición de la función inversa. 

3. ¿En qué se diferencia una función de una función inversa? Ilústrese esto 
geométricamente. 

4. ¿En qué caso una función 
y qué se deduce de esto? 

5. Enúncieso el teorema de la continuidad de la función inversa, 
6. Hállese la función que es inversa a la función y = cos r dada sobre ol 
segmento (0, al. Determíneso el, dominio de definición y el conjunto de los 
valores de la función inversa y dibújeso su gráfica. 

7. ¿Se puede considerar la fun 
y = aresen 2? 


inversa es una función on sontido corriente 


n y = senz como inversa a la función 


5 


CÁLCULO DIFERENCIAL 


$ 1. Concepto de derivada 


1. Definición de la derivada. Supongamos que sobre cierto inter- 
valo X está definida la función y = f (z). Tomemos todo punto 
Yo € X y asignemos al argumento z en el punto zọ un incremento 
arbitrario Az tal que el punto zy + Az también pertenezca a X 
La función obtiene el incremento Ay = f (zo -> Az) — f (zo). 

Definición. La derivada de una función y > f (x) en el punto zo 
es para Az —» 0 el límite de la razón entre el incremento de la función 
en este punto y el del argumento (a condición de que este límite exista). 

Para designar la derivada de la función y — f (z) en el punto xy 
se utilizan los símbolos y” (20) o J’ (20) (se lee: «i griega prima en el 
punto zp» o bien «efe prima en el punto zo»). 

Así pues. por definición, 


J (a) = lim 22 = lím Het a, 

armo AE ano 
Si para cierto valor zo se cumple la condición 

dm i i E 

a +00 (o bien úm a= œ), 
se dice que en el punto zy la función tiene una derivada infinita de 
signo más (o de signo menos). A diferencia de la derivada infinita la 
derivada de la función antes definida se denomina, a veces derivada 
finita. 

Si la función f (z) tiene una derivada finita en cada punto z € X. 
La derivada f’ (z) puede considerarse como función de z, también 
definida sobro 

De la defini 


su cálculo. 
O Ejemplo 1. Hállese la derivada de la función / (z) - 2% en 


el punto z = 2%. 
Resolución. Asignando al argumento z en el punto zp el incre- 
mento Az, determinemos el incremento correspondiente de la función: 
Ay = Í (Zo + Az) — Í (Zo) = (Zo + Az)? — x= 
23 + rAr + (Ax)? — 2 = 22, Ax + (Az). 


¡ón de la derivada se deduce también el método de 
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Escribamos la razón: 
Ay  2rðz+ (As) 
Az Az £ 
Hállese el límite de esta razón para Az — 0: 


lím 2% = lim 24? o, 
armo ano 
Por lo tanto, Ja derivada de la función / (z) =2* en el punto za 
es igual al número 2z, lo que en las designaciones adoptadas puede 
escribirse así: f' (20) — 220. 0 
Ejercicios. Utilizando la definición de la derivada, hallar las 
derivadas de las funciones siguientes en cl punto z=: 
1. [(2)=522. (Resp. 1070.) 2. [(2) ==". (Resp. 322.) 3. f (2) 
= 1 


=V3. (Resp 4.1()=h. (Resp. —Z.) 5. 1(2)= 
4 


cl 
| 7. fiz)=sen2r. (Resp. 20052%p) 8. f(2)=cosF. (Resp. 

ma, ) 9. f(a) (Resp. 10. pœ) = 
=V TF3. (Resp. 


5 


.) 6. J(=. (Resp. — 
3 vi 


+ y. ) 


1 
ES 
3 


2V1F3%, 
2. Significado geométrico de la derivada. Supongamos que la 
función f (z) está definida y es continua sobre el intervalo (a, b). 
Sen, luego, que el punto M en la gráfica de la función corresponde 
a cierto valor del argumento z, y el punto P, al valor z, + Az, 
donde Az es el incremento del argumento. Tracemos por los puntos 
M y P la recta y lamémosla secante. Designemos con q (Az) el ángulo 
entro la secante y el eje Ox (fig. 137). Es evidente que este ángulo 
depende de Az. Llamaremos tangente S a la gráfica de la función 
Í (x) en el punto M la pos m límite de la secante MP siempre que 
el punto P se aproxime indefinidamente en la gráfica al punto M 
(o bien, que es lo mismo, para Az — 0). De la fig. 137 se deduce que 
PN A Llet Ar) — i (2) 

= aL k 


io = i M 


Puesto que para Az — 0 la secante MP se convierte en tangente, 
entonces 


lím tg p (Az) = tg Po» 
ax-0 
donde q, es el ángulo que la tangente forma con el eje Oz. Por otro 
lado, 


pon pa A Ea, 
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Por consiguiente, f’ (zo) = tg Ẹo. Ahora bien, la función derivada 
Í (2) en el punto xy es igual al coeficiente angular (pendiente) de la 
tangente a la gráfica de la función f (z) en el punto M (2); f (2). 

O Ejemplo 2. Hállese la pendiente de la tangente a la parábola 
Fay <% en el punto M (1/2; 1) y el ángulo comprendido entre la 
tangente en este punto y el eje Oz. 

Resolución. Puesto que la pendiente de la tangente a la gi 
de la función f (x) n el punto M (1/2; 1) es igual al valor de la 


El 


Fig. 137 

derivada de esta función en el punto ze 1/2. el problema se reduce 
ria 7 n pa 

precisamente a la determinación del valor de la derivada en este 

punto. 


Antes hemos determinado (véase el ejemplo 1) que f' (20) 

(OY loz 20. Sustituyendo 1/2 en vez de zp, obtenemos 
r (1/2) 1/2 - 1. Por consiguiente, la pendiente do la tangente 
es igual a 1, osea, kk 10 bien tg po — E(P es el ángulo compren- 
dido entre la tangente y el eje Oz), de donde obtenemos el ángulo 


buscado: qo - arctg 1> 2/4. 0 
Si en cierto punto la derivada es igual a cero (Æ -- 0), la tangente 
a la gráfica de la función en este punto es paralela al eje Oz y en 


cambio, si la derivada se convierte en infinito (k = 00), esto quiere 
decir que la tangente en este punto es paralela al eje Oy. 

O Ejemplo 3. Plantéese la ecuación de la tangente a la parábola 
j (z) =z? en el punto M (172; 1). 

Resolución. Para formar la ecuación buscada de la tangente basta 
escribir la ecuación de la recta (conocida de la geometría analítica) 
que pasa por el punto dado M (Zo; Yo) y tiene por coeficiente angu- 
lar k 


Yy—=Y kx — 20) 
y en vez de k sustituir el valor de la función derivada f’ (xo). Susti- 
tuyendo en la ecuación las coordenadas del punto M (1/2; 1) y ol 
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valor de la función derivada f' (zo) = f’ (1/2) — 4 (véase el ejem- 
plo 1), obtenemos la ecuación de la tangente buscada 


y—1=1 (2-3) o bien y=x+ e 


Ejercicio. Escríbase la ecuación de la tangente a la parábola 
f (z) = 4 — 2? en el punto de intersección de la misma con el 
eje Oz pana > 0. Constrúyase la parábola y la tangente. (Resp. 
y —4x 48.) 

O Ejemplo 4. Escríbase la ecuación de la tangente trazada del 
punto M (1; —3) a la parábola f (z) = x°. 

Resolución. La ecuación de la tangente a la curva / (z) = z° 
en el punto (zo; f (zo)) tiene la forma 


y — Í (zo) F (zo) (£ — zo). (1) 


Puesto que / (zo) = zi, J’ (zo) -2z (véase el ejemplo 1) y esta 
recta pasa por el punto (z; y) = (1; —3), de (1) resulta 


— Zi = 2r (1 — zo). 


ta ecuación encontramos zp ` —1 o bien zo 

Si zo + —1, entonces f (20) = 23 =1,/ (Zo) | 23o y la 
couación de la tangente toma la forma y — 0, (© + 1), o soa, 
y 2z — 4. 

Si za — 3. entonces ON 9, f (20) Ù y la ecuación de la 
tangente es tal: y = tz — 9. 


Ahora bien, por el punto / 

gentes a la parábola dada. 
Ejercicio. Escríbanse las ecuaciones de Jas tangentes a la gráfica 
de la función as aV F que pasan por el punto (2; 3/2). 
(Resp. y=Fx4 Fs y= 241.) 


Nótese que el significado geométrico de la derivada desempoña 
gran papel en la aclaración de muchos conceptos del análisis matemá- 
tico y en la resolución de una serie de problemas geométricos. 

. Significado físico de la derivada. Supongamos que la función 
y — 40) describe la ley de movimiento de un punto material M 
sobre la línea recta, o sea, y = f (f) es el camino recorrido por el 
punto a partir del punto de referencia durante el tiempo L. 

Entonces durante el tiempo £ el camino recorrido es y èf (tw) 
y durante el tiempo t,, el camino es y ~ f (l). En el intervalo de 
tiempo At = f, — tọ el punto M recorrerá el segmento del camino 


Ay JM) — f (lo) = f llo + At) — f (to) (fig. 138). La 
so llama velocidad media del movimiento (Vmea) durante el 


(1; —3) se pueden trazar dos tan- 
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y el límite de la razón 2 para At => O determina la velocidad instan 
lánea del punto en el instante de tiempo lo (Cims) 

O Ejemplo 5. Hállese en el instante de tiempo £, las velocidades 
media e instantánea de un punto cuyo movimiento rectilíneo se da 
por la ecuación y = V T (donde y es el camino: £, el tiempo, £ > 0). 

Resolución. Durante el tiempo £, el punto recorrerá el camino y 


V Z, y durante el tiempo t,, el camino y - V7, En el lapso 


M h ty el punto recorrerà el segmento del camino 
Ay ViVi Vi T My fo Entonces la velocidad media 
de movimiento del punto en el intervalo de tiempo [to, ty b Al 
es igual a 


y la velocidad instantánea del movimiento en el instante de tiempo /, 


Cua =y’ (Lo) = lim 22 = lím 


= lim VAFA 
At=0 At (VRF AHV) 
= ím ta t__ 
aro At (Vio Fatt Vt) 


E] concepto de velocidad, tomado de la física, es cómodo al in- 
vestigar el comportamiento de una función arbitraria. Cualquiera 
que sea la dependencia expresada por la función y + f (z), la razón 


3 es Ja velocidad media de variación de y respecto a la variación 
de z e y’ (23) es Ja velocidad instantánea de variación de y para cierto 
Pty 
O Ejemplo 6. Hállese la velocidad de un cuerpo en caída libre 
en el vacío en cierto instante fijo de tiempo t. 

Resolución. De la física se conoce que la ley de la caída libre 
de un cuerpo en el vacío se define por la fórmula s = $, donde 


ges una magnitud constante. Asignemos a cierto valor de t el incre- 
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mento At; entonces el camino recorrido s obtendrá el incremento 
Ass (1 +01) —=0 (=EN e etath e Ant, 

La velocidad media de la caída a cuerpo en el intervalo de tiempo 

lt, t 4 At] es igual a 


2gtBt +g (41)? 
A: 19 
Vmes =i = ir 3 EQ14+Al) 


y la velocidad de la caída del sueros ¡en el instante de tiempo t 


A As 
(9) = lim 57 = lím y Lg 14 AD) = gt. 
De aquí so deduce, en particular, que la velocidad de un cuerpo en 
caída libre es proporcional al tiempo de movimiento (de caída). 0 

La importancia de la derivada consiste en que al estudiar tod 
los procesos y fenómenos de la naturaleza con su ayuda se puedo est 
mar la velocidad de variación de las magnitudes vinculadas entre sí. 

4. Derivadas a la derecha y a la izquierda. Por analogía con el 
concepto de límite derecho e izquierdo de la función se introducen los 
vonceptos de las derivadas derecha e izquierda de las funciones / (z) 
on el punto zo- 

Definición. Se lama derivada derecha (izquierda) de la función 


Í (2) en el punto z, al valor limite derecho (izquierdo) $ (a condición 


v 


de que este valor límite exista). 


A sl mi 2 Ay Etico A 
Designación: fo(z)= lim 2 dE G) = lim 42) A 


Si la función / (z) tiene en el punto zy una derivada, ella tiene 
vn este punto las derivadas a la derecha y a la izquierda que coin- 
ciden entre sí. 

Al mismo tiempo existen funciones que tienen en el punto dado tọ 
las derivadas derecha e izquierda pero no tienen la derivada en este 
punto. De ejemplo de tal función puede s la función / (2) 

| z |- Esta función tiene en el punto z derivada a la derecha 


igual a /2(0) > lím 22 Ay Az) y la deri- 
axror Ar 
vada a la izquierda igual a [2 (0) -= lím 2 —1 (para z <0 
ax-o- ÔT 
Ay — —Ax), pero no tiene en el punto z = O una derivada, ya que 
f, (0) f (0), o sea, los límites laterales son distintos (véase el 
teorema 4.2). Geométricamente esto significa que la gráfica de la 


Tunción f (z) = | z | en el punto O (0; 0) no tiene una tangente. 
Ejercicio, Mostrar que la función f(x) -3]x| ¡1 no tiene 
una derivada en el punto z = 0. 
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PREGUNTAS DE AUTOCONTROL 


Dese la definición de la derivada de la función y — f (2) en el punto zp 
¿Cuál es el significado geométrico de la derivada de la función y = / (2) 
en el punto zo? 
.. Dese la definición de la tangente a la a de la función y = f (r) en el 
punta (to; f (20)) y escriba la ecuación de la tangente. 
mál es el significado físico de la derivada de la función y — / (z) en el 
pun" zo? 
Di 


la definición de la derivada derecha (izquierda) de la función y = 

6) on ol punto sa. ¿Qué relación, existo entro las derivadas laterales y la 
derivada, de la función en el punto es? Cite un ejemplo de la función en la cual 
existen las derivadas derecha e izquierda en cierto punto, pero no existe la 
derivada en este punto. 


$ 2. Concepto de derivabilidad de una función 


1. Concepto de derivabilidad de una función en un punto dado. 
Definición. La función f (z) se llama derivable en el punto xy 
si su incremento Ay en este punto se puede representar en la forma 


Ay = A Az + a (Az) Az, (1) 


donde A es cierto número que no depende de Az y a (Az), la función 
del argumento Az la cual es infinitamente pequeña para Az ~ 0, 
o sea, lím a (Az) = 


Aclaromos ahora la relación existente entre la derivabilidad en 
un punto y la existencia de la derivada en este mismo punto. 

Teorema 5.1. Para que la función f (x) sea derivable en un punto 
dado xy es necesario y suficiente que ella tenga en este punto una deri- 
vada finita. 

D Demostración. Necesidad. Supongamos que la función f (2) 
es derivable en el punto dado zp, o sea Ay = A Az + æ (Az) Az. 
Entonces, suponiendo que Az + Ô y dividiendo la igualdad por Az, 
resulta 


y =A+a(b2). 


Pasando al límite ca Az 0, tenemos 
Jm 72 = lim (440 (82) =4=/ (eo. 
De aquí se desprende que Ta abividiye i punto zp existe. 
Suficiencia. Supongamos que existe la derivada /”(2p), O sea, 


existe lim FL =f (z). Sea f (2)=4. Entonces la función 
ls 


a(42)=-2—A es infinitamente pequeña para Az->0 (véase el 
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teorema 4.5). De la última igualdad tenemos 
Ay = AAT +a (Az) Az, 
donde lím æ (Ax) — 0. Hemos obtenido la representación (1) y de 
Ax-0 


este modo queda demostrado que la función f (z) es derivable en el 
punto zp. W 

Ahora bien, para las funciones de una variable la derivabilidad 
y la existencia de la derivada son conceptos equivalentes. Por eso la 
operación con la cual se halla la derivada se llama derivación. 

O Ejemplo 1. Utilizando la definición, demostrar que la función 
Í (a) = x% es derivable en el punto z = 1y. 

Resolución. Escribamos el incremento de la función f (2) = 22 
en el punto z = zy en la forma (1): 


Ay = f' (20) Az + a (Az) Ar = 2r Ar + 
+ a (Ax) AZ (A = f’ (20) 


(véase el teorema 5.1). 
Es necesario mostrar que lí 


a (Az) = 0, Para esto escribamos 
el incremento de la función en el punto z por otro método: 
Ay = f (zo + Az) — f (20) = (20 + Az)? — a 
Dro Az + (A2)? 


Igualando los segundos miembros, obtenemos a (Az) ~ Az. Pasando 
al límite para Az—> 0, encontramos que lím æ (Az) — (0, lo que se quería 
ax-0 


mostrar. O 

Ejerci Utilizando la definición, mostrar que la función 
| [O iaa dorivable en el punto z = ze. 

2. Relación existente entre los conceptos de derivabilidad y de 
continuidad. 

Teorema 5.2. Si la función y = f (x) es derivable en un punto 
dado xo, ella también es continua en este punto. 

O Demostración. Puesto que la función y — f (z) es derivable 
en el punto zo, su incremento en este punto puede ser representado 
por la relación (1). Entonces, pasando al límite para Ar — 0, obte- 
nemos 


lím Ay=4 lím Az+ lím a(Az1)- lim åz=0, 
armo aro pes pe 


lo que significa precisamente que la fun 
en el punto z conforme a la tercera definic: 
una función en el punto zo. B 

Observación. La afirmación inversa no es justa. Una función 
puede ser continua en un punto, pero no tener una derivada en este 
punto. 


y = f (z) es continua 
n de la continnidad de 
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O De ejemplo de tal función sirve la función f (z) = | z |. Como 
sabido, esta función es continua en el punto z 0, pero, según 
se muestra en el subp. 4del $ 1, no tiene una derivada en este punto, 
o sea, no es derivable. f 

La función j (z) = Y 7 es continua sobre toda la recta numérica. 
Mostremos que en el punto z = 0 esta función no es derivable. En 
efecto, en el punto x = 0 al incremento del argumento Az le corres- 
ponde el incremento de la fun + Asy 0 = V ir 
Por consiguiente. 


Pasando al límite para Az -> 0, obtenemos 


im AE tí 
lím <= lím 
ax-0 AF Ax-0 


Esto quiere decir que la función f (z) = Pz en el punto z = 0 ne 
tiene una derivada finita, o sea, no es derivable. La gráfica de la 
función f (x) = Yx en el punto O (0, 0) tiene por su tangente el 
eje Oy vuya pendiente Æ = tg q) no tiene un valor finito, o sea, «se 
convierte en infinito. 0 

Si la Función f (x) tiene una derivada en cada punto de cierto 
intervalo en sentido lato (es derivable en cada punto de este inter- 
valo), diremos que la función f (x) tiene una derivada o que os deri- 
vable sobre ol intervalo indicado. 


PREGUNTAS DE AUTUC 


TROL 


1. Dése la definición de la derivabilidad de una función en el punto zp. 

2. ¿Cuál es la relación entre el concepto de derivabilidad de la función en 
un punto y ol de derivada de la función en este punto? Demuéstroso el teorema 
correspondiente. 

3. ¿Cuál es la relación entro el concepto de derivabilidad de la función en 
un punto y el de continuidad de la misma en este punto? Cíteso el ejemplo de una 
función continua en un punto. pero no derivable en este punto, 

4. ¿Puede ser continua en un punto una función que tiene la derivada en 
este mismo punto? 


$ 3. Concepto de diferencial 

1. Definición de la diferencial y su significado geométrico. Supon- 
gamos que la función f (z) es derivable en el punto zp, o sea, el incre- 
mento Ay se puede escribir en la forma de la suma de dos sumandos: 


Ay = A Az + a (Az) Az, 
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donde lím a (Az) = 0. El primer sumando A Az es para Az>0 
Ax=0 


la infinitésima del mismo orden con Az (muestre esto por sí mismo), 
es lineal respecto a Az. El sumando a (Ax) Az para Ar — 0 es la 
infínitésima de un orden superior que Az ( lím Z024 o). 
aso 

Ahora bien, el primer sumando es la parte principal del incremento 
de la función f (z). 

inición. Se llama diferencial de yi 
la función f(z) en el punto xp a la 
parte principal, lineal respecto a Az, 
del incremento de la función 

dy = A Az. 


Si se tiene en cuenta el t 
5.1, es decir, si se toma en considera- 
ción que A = J’ (20), la fórmula (1) o] a 
puede escribirse así LA 

dy = f' (29) Az. (2) 

Llamaremos diferencial de la va- 
riable independiente r al incremento 
de osta variable: dz — Az. Finalmente la relación (2) toma la forma 


dy = f’ (zo) dx. (3) 


Con ayuda de la igualdad (3) la derivada f' (zp) puede calcularse 
como razón entro la diferencial de la función dy y la dz de la variable 
indepondiente, o sea, 


Fig. 139 


ra=. 


La diferencial de la función tiene el significado geométrico. 

Supongamos que el punto M en la gráfica de la función y = j (2) 
corresponde al valor del argumento xp y el punto P, al valor del 
argumento za | Az; la recta MS es la tangente a la gráfica y — f (2) 
en el punto M y a, el ángulo entro la tangente y el eje Oz. Sea, luego, 
MN |10z, PN || Oy y Q, el punto de intersección de la tangente MS 
con la recta PN (fig. 139). Entonces el incremento de la función Ay 
es igual a la magnitud del segmento WP. Al mismo tiempo del trián- 
gulo rectangular MNQ obtenemos NQ = tg a: Az = f' (29) Ar = dy, 
o sea, la diferencial de la función dy es igual a la magnitud del seg- 
mento NQ. De la consideración geométrica se ve que las magnitudes 
de los segmentos NP y NỌ son diferentes. 

Ahora bien, la diferencial dy de la función y = f (z) en el punto 
zo es igual al incremento «de la ordenada de la tangente» MS a la 
gráfica de esta función en el punto M (zp; f (20) y el incremento 
de la función Ay es el incremento «de la ordenada de la misma fun- 


15785 
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ción» y =- f (z) en el punto ze, incremento correspondiente al del 
argumento igual a Az. 

* 52, Cálculos aproximados con ayuda de la diferencial. De la defi- 
nición de la diferencial se deduce que ésta depende linealmente de 
Az y es la parte principal del incremento de la función Ay. Al mismo 
tiempo Ay depende de Az de un modo más complicado, Por ejemplo, 
si f(x) = 2%, entonces Ay = (2 + Az)? — 23 = 325 Ar + Rato = 
x (Az) + (Az), mientras que 


dy = f (z) Az = (ia ti) Azr=3xiAz. 


Además, para calcular la diferencial se puede hacer uso de la igualdad 
dy = f'o) dz. En muchos problemas el incremento de la función 
en el punto dado se reemplaza, aproximadamente, por la diferencial 
do la función en este punto 


Ay dy. 


2.011 + 
el error 


En particular, si xy = 2, Az = 0,4 
4- 3.2. (0,1)? + (0,13% = 1.201. :2 
absoluto | Ay — dy | = 0,061. 

Ejercicio, Hallar aproximadamente el incremento Ay de la 

función f (2) =2? si zy=2 y Az=0,01. (Resp. 0,04.) 

O Ejemplo. Mostremos que si el número œ es pequeño, se puede 
utilizar la fórmula aproximada 


Vifart+%. 


Resolución. Efectivamente, tomemos la función f(z) =V 7- 
Entonces, al ser pequeños Az, 


Ay=V Z.FA1—V 7, = dy 
o bien V 7 FA2—V T, =(V zY | Az = 


= (lim ER) az= 
zi (un, Az yaam 


de donde, poniendo zọ= 1, Az=a, resulta 
ViFa=14+5- 
En particular, para œ = 0,0003 hallamos V 1,0003 = 1,00015. e 
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Ejercicio. Deducir la fórmula aproximada V a2 FR ~a-+ h/(2a). 
Hallar aproximadamente V T01, V 1,04, VA, 0, 133. 
(Resp. 10,05; 1,02; 6,41; 2,08; 2,01.) 

Ahora examinemos las reglas de derivación y cálculo de las deri- 
vadas de funciones elementales simples. Nótese que al deducir las 
fórmulas y calcular prácticamente las derivadas no suele escribirse 
zp sino simplemente z, pero en este caso x se considera fijo. 


PREGUNTAS DE AUTOCONTROL 


1. Dése la definición de la diferencial de la función en el punto zxy. 
2. ¿Por qué en la definición de la diferencial la expresión AAT se llama 
parto » Principal, Jineal respecto a Az, del incremento de la función f (x)? 
¿Cuál es el significado geométrico de la diferencial? 


$ 4. Reglas de derivación de la suma, diferencia, 
producto y cociente 

Teorema 5.3. Si las funciones u = u (z) y v = v (e) son deri- 
vables en un punto x, la suma, diferencia, producto y cociente de estas 


funciones (el cociente a condición de que v (x) + 0) también son deri- 
vables en este punto y tienen lugar las siguientes fórmulas: 


1. (Uv) =u +o, 2, (u-v) =u vue” 
3 (Ee “oz. 1) 
C Demostración, Para deducir las fórmulas (1) utilicemos la 


definición de la derivada, la igualdad evidente f (z 4- Az) = f (2) 4 
+ Ay y el teorema 4.3. Analicemos por separado cada caso: 


[u (2-+ Az) + v (z+ Az))— [u (2) + v (2)] _. 
A O a 


1. (u+ vy = lím 
= u (z+ Az)—u (z) , v (z+ Az) — v (2) 
-Mpa ee e] 

= É u (z-}Az)—u (z) 

e 


¿q Pd Ao (a) 
E ee 


axo axso ÔF 
2. (uo = lím EAD e (2482) —u (2) o (2) 
iia IE: O 
= lím (21400 lo (2)4 Ao] —u (2) v (2) 
Ax-=0 an 
1e 
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im 268) 0 (2)4 Auv (2) 4 u (2) Avi- dudo u (a) (a) 
3 = 


ax-0 
=i an A ii ¿E 
= lím | v(2) TE pu (a) Avge j= lim 1 


vw quo Ou Se Ha, 


i DE oii im Au 
+u lím + lím Ac lím 
ax-=0 AZ Ss 


ya que lím Av = 0 y los factores u y v son constantes y no depen- 
aro 
den de Ar. 


u (z4 Az) (z) 
uY yn DEFA) VO) jm EEA) —u (a) v (4-42) 
(5) Jia Az = a Arv (z FAs) 0 (2) 


u (2) lo (2) 4-80] 


= lím 
aro 


PREGUNTAS DE AUTOCONTROL 


1. Denso las reglas do derivación de la suma, diferencia, producto y cociome 
de dos funciones. 


$ 5. Cálculo de las derivadas de funciones constante, 
potencial, de las funciones trigonométricas 
y de una función logarítmica 


1. Derivada de una función constante. La derivada de la función 
y = f (2) = C. donde C es un número constante, se expresa por la 
fórmula 


y =0 


O Demostración. Para cualesquiera z y Az tenemos fdr i 
+ Ar) = C y Ay = f(e + Az) — f (z) =0. De aquí para cada 
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Ar#0 la razón 20 y, por consiguiente, 


r A o ] 
E S 


Observación. El factor constante puede sacarse fuera del signo 
do la derivada, es decir, (Cu) = Cu'. Efectivamente, si v = C 
(C = const), conforme a la fórmula 2 (véase el teorema 5.3) (Cuy = 

$ (Cyu + Cul = O-u + Cul = Cu, lo que se necesitaba de- 
mostrar. 

2. Derivada de una función potencial. La derivada de la función 
y -= x", cuyo exponente n es un número positivo entero, se expresa por 
la fórmula 


ET 


O Demostración. Utilizando la fórmula del binomio de Newton 
se puede escribir 


Ay = (24 Az)"— z" = 
[e+ nar tar LD A -+(A0)*]— 
= nar lAx y ao aa .+(A2)". 


Ahora bien, para Az % (0 tenemos 
nin, 


nan Zar (Jn, 


dz 
Puesto que 


lím Ar=0, lím (Az)2=0, ..., lim (Az) !=0 
Axo Axo Ax=0 


entonces 


Observación. El caso de la función potencial cuyo exponente es 
todo número real se considerará en el subp. 2 del $ 9. 

3. Derivadas de funciones trigonométricas. 

1) La derivada de la función y = sen z se ezpresa por la fórmula 


Y = cos z. 
O Demostración. Tenemos 
Ay = sen (z + Az) — sen z =— 2 sen (Az/2) cos (£ +- Az/2). 
Ahora bien, para Az +0 


Ay _ 2 sen (Az/2) Az/2 (8/2) 
w sen ( Las 12) A cos (x + 4/2). 


Capítulo 5. 


ulo diferencial 


Puesto que lim EGP 4 (primer límite notable) y 
e] 

lím cos(z + Az/2)=cosx en virtud de la continuidad de la función 

Pan 


cosx, entonces 


ím AY 
= lím $ =cosz. M 
axo ÔE 


2) La derivada de la función y = cos < se expresa por la fórmula 


= —sen T. 


y 


O Demostración. Tenemos 
Ay = cos (2 -+ Az) — cos z 


—2 sen (Az/2) son (z + Az/2). 
Ahora bien, para Az + 0 
y — —_2sen AOS sen (z-+Az/2) i sena son (z + Az/2). 


Puesto que lím mn (5422) amos en virtud de la continuidad 
ax 
de la función senz, entonces 


y= lím P- —senz. W 
ax=0 


3) La derivada de la función y=tgx se expresa por la fórmula 
. 1 x 
(2 +na). 


O Demostración. Puesto que tgz =S TŽ, conforme al teoro- 
ma 5.3 resulta 


por lo tanto, 


4) La derivada de la función y=ctg x se expresa por la fórmula 


S 


Jar (7# na). 
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O Demostración. Puesto que ctgz S22 
mente a lo precedente, 
(cos 2)” sen z—cos z (sen z)” _ 


, entonces, análoga- 


Ag senta 
(—sen z) sentz—cosxcosz _ sen? z+ cos? r 
= sent EZ seniz 3 
por lo tanto, 
A > 
E seniz * a 


4. Derivada de una función logarítmica. La derivada de la 
función y=1log,= (0<a=41) se expresa mediante la fórmula 


y=} loge= ir 
O Demostración. Tenemos 
Ay = log, (£+ Az) — log a £ = loga 
Así pues, para Az #0 


AS) 


o [1 EA. 
Poniendo ¿7 =h, tenemos 
ta (rE ple. 


(segundo límite notable) y puesto que la función logarítmica es 
onti: , entonces 


AS A [u ES s 
y'= lim ¿7 == logo Mm (1+ =) ] É loge 


z+âz 
z 


= log, (14-25 


o bien 


1 
zina’ " 

Corolario. Si y=1log.2-—Inz, entonces y' =(In2y=2. 

O Ejemplo. Utilizando las reglas y fórmulas de derivación, 
allar la derivada de la función f(z) = 5 + z 3 31° 1 senz 
+ cosa + 2tgr—3ctgr | logis + 3lnr. 

Resolución. Tenemos 


F (x) = (5 + 44-32?4-sen z -+ cost +2 tgr —3ctgr+ log, r43 1n z) — 
= (5) +(23)' +3 (22) + (sen 2)" + (cos £)' +2 (tg z)' —3 (ctg 2) + 
+ (loga 7) +3 (In 2) = 34? + 6x + cos z — sen T + 


2 3 $ 3 
tarta et. e 
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Ejercicios. Hallar las derivadas de las siguientes funciones: 
1. f (2) =4z5— 3 sen z+ 5ctg r. (Resp. 20x4 —3 cos 1— 


h 
2. f(x) - log, 7 +3 log, z. (Resp. El ) 
3. f(a)—4cos—2tgz+3. (Resp. —4sena— 


5 
mr) 


ær) 
4. j(@)=5Inz—T cosz+tgz+etgz. (Resp. 5 +75000— 
—4otg2r.) 


zsenz. (Resp. sen z-+zeos z.) 
zžtgz. (Resp. x (sen 2z -+ z) sec? r.) 


«logar. (Resp. zH.) 
zi áx 


++ + (Resp. ay 


1) 
9. f(e) = 5+ zegaz. (Resp. 203" tzeo z sons ln 
cos z 24 senz 
10. 10> fasar: (Rep. Fr) 


taz 4 +22) cos ) A sen 2r 
A (Rep, LiD lnsea kaea, ) 


PREGUNTAS DE AUTOCONTROL 


1. Dedúzcanse las fórmulas para las derivadas de las funciones constante, 
potencial, trigonométricas y de la función logarítmica. 

2. ¿Por qué al deducir la fórmula de la derivada de una función logaritmi- 
ca los signos de la función y del límite cambiaron de lugar? 


$ 6. Teorema de la derivada de una función inversa 


Sea que la función y = f (z) satisface las hipótesis del teorema 4.15 
de la función inversa y la función z = q (y) es inversa para ella. 
Entonces tiene lugar el siguiente teorema. 

Teorema 5.4. Si la función y = f (z) tiene en el punto z, la derivada 
f (20) 40, la función inversa z = q (y) también tiene en el punto: 
correspondiente y, = f (z) una derivada, con la particularidad de que 


e O 
Po) = iz 


O Demostración. Asignemos al argumento y de la función inversa 
«y (y) cierto incremento Ay +0 en el punto yọ. La función 
z = q (y) obtendrá cierto incremento Az, con la particularidad de 
que, en virtud de crecimiento (o decrecimiento) de la función in- 
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versa, Az + 0. Por consiguiente, se puede escribir 

ER 

Ay By" 

Az 

Pasemos en esta igualdad al límite para Ay—> 0. Puesto que la 
función inversa z = q (y) es continua en el punto yo (véase el teo- 
rema 4.15), entonces Az— 0 para Ay-—» 0. Pero para Ar — 0 el 
límite del segundo miembro de la igualdad existe y es iguala 1/f' (20). 
Por lo tanto, existe también el límite del primer miembro de la 
igualdad el cual, por definición, esigua! 
a q” (yo). De esta manera, resulta 


cu M a) 


El teorema demostrado tiene una 
interpretación geométrica sencilla. Con- 
sideremos en cierto entorno del punto Te 
la gráfica de la función y > f (2) (o bien 
de la función inversa z = y (y). Supon- 
gamos que en esta gráfica al punto zp 
le corresponde el punto M (fig. 140). 
Como es sabido, la derivada f (zp) es Fig. 140 
igual a la tangente del ángulo æ de 
inclinación de la recta tangente, que pasa por el punto M, al 
eje Ox. La derivada de la función inversa q” (yo) es igual a la 
tangente del ángulo f de inclinación de la misma recta tangente 
al eje Oy. Puesto que la suma de los ángulos a y f vale a/2, la 
fórmula (1) expresa el siguiente hecho evidente: 

1 1 


cgp gG 


¿E 
ga PF)" 


Y )=tep= 


PREGUNTAS DE AUTOCONTROL 


1. Enúncicse el teorema sobre li 

2. ¿Qué se puede decir de la derivada de la función inversa si 
ún ejemplo de tal caso. 

Cuál es el significado geométrico del teorema sobre la derivada de la 

inversa? 


derivada de la función inversa. 
(zo) = 0? 


Cite: 


función 


$ 7. Cálculo de las derivadas de una función 

exponencial y de funciones trigonométricas inversas 
Apoyándonos en el teorema 5.4 demostrado anteriormente, con- 

tinuemos el cálculo de las derivadas de funciones elementales sim- 

ples. 
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1. Derivada de una función exponencial. La derivada de la jun- 
ción y 0% (O< a 1) se expresa por la fórmula 


y =ax In a. 


O Demostración. La función exponencial y =a“ es inversa 


para la función logarítmica z = log, y. Así pues, 


n $ 
x (p) == loga e 


y on virtud del teorema 5.4 sobre la derivada de la función inversa 
y de la relación conocida de la matemática elemental log, b = 


= , obtenemos 
Togo, a 
“ 


IND Toga? 
Corolario. Si y= e, entonces y' = (Y = 0% 
2. Derivadas de funciones trigonométricas inversas. 
1) La derivada de la función y — arcseu z se expresa mediante la 
fórmula 


=a“ \na. E 


(I=1<D. 


O Demostración. La función y  arcsen z es inversa para 4 
función - sen y. Puesto que z’ (y) = cos y, conforme al teorema 
sobre la derivada de la función inversa. resulta 

A 1 1 1 

` 4 Visen? y 
porque cos y es positivo sobro 
ndo en cuenta que sen y =r, 


el intervalo —1/2< y < 1/2. Ten 
finalmente obtenemos 


y (2) = 


2) La derivada de la función y — arccos x se expresa por la fórmula 


y (z) 


La demostración es análoga a la precedente. 
3) La derivada de la función y — arctg x se expresa por la fórmula 
, 1 
y =F 
O Demostración. La función y=arcigz es inversa para la 


i, entonces 
Tos 


función z= tgy. Puesto que z'(y) = 


y (2) 
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Pero 7 =14+tg2y=1-+a?, por consiguiente, 


cost 
, 1 
=> N 
4) La derivada de la función y = arcetg x se expresa por la fórmula 
j 1 
v= -TFE 


La demostración os análoga a la precedente. 
O Ejemplo. Utilizando las reglas y fórmulas de derivación, 
hallar la derivada de la función f (1) = 5% + aresen z + 3 arccos 24. 
+ arctg z — 3 arcetg z. 
Resolución. Tenemos 
f (a) = (57 +arcsen z+ 3 arccos z + arctg z — 3 arcetg 1) = 


(5%) + (arcsen 2) + 3 (arccos z)' + (arctg z)' — 3 (arcetg x)' 


Fint 1 ss, A 3 
=5 +7 VS E 
5 In 5 ir e 


Ejercicios. Hallar las derivadas de las funciones siguientes: 
1. /(2)=aresenz-+6"+5arecosz, (Resp. 56-77 
7 


2. /(z)= z arccos z. ( Resp. arccos — ¿E >) 


3. (2) =orctgz—arcotgz. (Resp. ta. ) 


4. (2) =4e" +arctgz +arcsen z. (Resp. 4e + ra + 
2 
- (Resp. a") 


PREGUNTAS DE AUTOCONTROL 
1. Redúzcanse las fórmulas de las derivadas para la función exponencial 


y las funciones trigonométricas inversas. 
2. ¿Por qué al deducir la fórmula de la dorivada para la función exponencial 
la función y = a* es inversa para la función z = loga y? 


$ 8. Regla de derivación de una función compuesta. 
Diferencial de una función compuesta 


1. Regla de derivación de una función compuesta. 

Teorema 5.5. Si la función z= q (t) tiene una derivada en el 
punto ty y la función y = f (2) tiene una derivada en el punto corres- 
pondiente xp = (to), la función compuesta f | (t)| tiene una derivada 
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en el punto la y es válida la siguiente jórmula: 
y (to) = F (xo) Y (ta). (mn 


O Demostración. Puesto que la función y — f (x) se supone de- 


rivable en el punto 7, el incremento de esta función puede escribirse 
en la forma 


Ay f (29) Ar + a (Ax) Az. (2) 
donde lim a (Ar) 0. Dividiendo la igualdad (2) por Af. tenemos 
pa 
A e AS Ar 
Af e) Ha lAr) (3) 


La igualdad (3) es vá era Ax suficientemente 
pequeños. Tomemos Ar de la función + q (0, 
correspondiente al incremento Aż del argumento £. Hagamos que en 
esta igualdad AL tienda a cero. Puesto que, según la hipótesis, la 
fun «y (1) tiene en el punto ly una derivada, ella es continua 
en este punto. Por consiguiente, conforme a la tercera definición 
de la continuidad de una función, Az — O cuando At— 0. Pero en 
esto caso también æ (Az) tenderá a cero, o sea, resulta 


PE A: i ta Ma töke 
dim (adoi) Jim (32) lim 7 =0-4 (9 =0. (A) 


De la relación (4) se desprende la existencia del límite de todo el 
segundo miembro de la igualdad (3) para At — 0, igual a f’ (20) < 
X q (tp). Por lo tanto, existe el límite para At — Ô también en el 
primer miembro de la igualdad (3), el cual, por definición 
de la derivada, es igual a la derivada de la función compuesta y 
= flo (t). De este modo queda demostrada la dorivabilidad de la 
función compuesta y determinada la validez de la fórmula (1). IB 

Observación. En el teorema dado hemos considerado una función 
compuesta donde y depende de £ por medio de la variable interme- 
dia z. Es posible también una dependencia más complicada: con 
dos, tres y más variables independientes, pero la regla de derivación 
queda anterior. 

Así, por ejemplo, si y = f (z), donde z = q (u), u = (0) y 
= X (t), la derivada y’ (t) ha de buscarse con ayuda de la fórmula 


y (t) =y (2) (u) u' (0) v (0). (5) 

Consideremos los ejemplos de derivación de las funciones com- 
puestas. 

O Ejemplo 1. Calcular la derivada de la función y = estes, 


Resolución. La función dada puede representarse en la forma 
y = e", donde u — arctg z. Entonces, de acuerdo con la fórmula (1) 
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y (z) y (u) u’ (x) = e" 
Reemplazando u por arctg, finalmente obtenemos 


anii 

y em. 
Ejemplo 2. Calcular la derivada de la función y = tg? (z? + 1). 
Resolución. La función dada puede representarse en la forma 

y w, donde u - tgvyv =a? +4. Utilizando la fórmula (5), 

tenemos 

yiz) y (u) w (v) v (z) = (uY (tg 0") (2 + 1)' = 2u sec? v-2z = 

2 tg (z? + 1) soc? (z? -1).2z - 4z tg (x° -+ 1) sec? (22 + 1). 


Sin duda, no es indispensable hacer las notaciones tan detalladas. 
Por lo general, el resultado ha de escribirse inmediatamente, guar- 
dando sucesivamente en la memoria los argumentos intermedios. 

Así, por ejemplo, el cálculo de la derivada en el último ejemplo 
se puede escribir en la siguiente forma: 


y) 224) aar H 
= 2 tg (04 1) sec? (x? -+ 1)- 2x — 4x tg (1? -4 1) sec? (x? + 4). 
Ejercicios, Harhar las derivadas de las funciones siguientes: 


5) cos (2? +52 -4 2).) 


3. J(z)— sen?z. (Resp. sen 2z.) 

4. F (2) = sen’ r. (Resp. 3 sen? z cos z.) 
5. f(a) = cos z, (Resp. — 100 sen z cos* z.) 
6. J (2) = tg (2743). (Resp. arar) 
7. /(2) = Insen z. (Resp. ctg z.) 

8. /(2) Intg5z. (Resp. 


ao 
9. / (z) otto, (Resp. ox sec? z.) 


10. /(2) In (72422). (Resp. eH.) 


11. /(2) =zarclgz— 5 ln (143°). (Resp. arctg x.) 
12. f (2) sen?a’. (Resp. 3x?sen 23.) 
y 


13. J (0) perap (Resp. 1g2a-secv 2r.) 
14. j (z) =sentx-+costz. (Resp. — sen 4z.) 
co z 2cosèr 
15. / (2) pez Hin (165). (Resp. 2.) 
16. f(x) =2% 4 r54e-*, (Resp. 3-2% In 2-4 5r —2re-".} 
17. f (2) =2%e*. (Resp. ze™(2— z) 


12) 
18. faerie ==. (Resp. e~ e 21%—42).) 
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s a 
19. j (2) =0008%, (Resp. eF =.) 
1 
4 Mx 
20. [(2)=e ME, (resp. aen, 
21. f(z) AO (Resp. 1075 2% ]n 10. (— sen 2z sen 42).) 
22. f (2) — sen (2%). (Resp. 2* (ln 2) cos 2*.) 


3. f (2) = arccos (1—22). (Resp. 


24. f(x) arcsen (e**). (Resp. 


25. /(x) meinti (Resp. ERIUTEFN ) 
26. /(x) arcetg? 2. (Resp. Berete (ua, 

9 x bdii — sen cos (cos z) 
27. j (x)= tg sen cos z. (Resp. a 
28. f(2)  In*senz. (Resp. 5ctg z- lnt sen z.) 
2. Diferencial de una función compuesta. Usted ya sabe que 
si z es una variable independiente, la diferencial de Ja función deri- 
vable y -f (x) tiene la siguiente forma 

dy = f’ (x) de. (6) 


O Ahora vamos a mostrar que esta forma es universal y válida 
también en el caso cuando z no es una variable independiente sino la 
función derivable de cierta variable independiente £, o sea, y es una 
función compuesta de £. Efectivamente, sea y = f (z) y xQ (0): 
y = f ip (9). Entonces, puesto que el argumento (es variable inde- 
pendiente, para la función compuesta indicada y — / lp (£) y para 
la función z — yy (£) las diferenciales son ropresentables en la forma 


(6) 


dy = {f lẹ (91) de, de = y (t) de. (a) 
Conforme a la regla de derivación de una función compuesta 
Ulo MY =F (0-9 (0. (8) 


Sustituyendo (8) en la primera de las fórmulas (7), resulta 
dy = f' (2)- 9” (t) de 
y ya que, según la segunda fórmula (7), y” (t) dt = dz, finalmente en- 


contramos 
dy = f' (2) de 
que coincide con (6), conforme se quería demostrar. MW 
De esta manera, hemos obtenido que la fórmula (6) es justa tam- 


bién para la función compuesta. Esta propiedad de la dif 
de una función compuesta suele llamarse invariancia de su forma. 
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O Ejemplo 3. Hallar la diferencial de la función compuesti 

y sen z, donde z 

Resolución. Por la fórmula (6) tenemos 
dy = (sen 2) dz = cos z dz 


y ya que z =P, dz = (E) dt = 21 dt, entonces, sustituyendo en la 
expresión para dy, finalmente obtenemos 
dy - 2tcosB di. O 
Introduzcamos luego los conceptos de diferencial segunda y do di- 
forenciales sucesivas de la función y = f (z) que ya no poseen la pro- 


piedad de invariancia de la forma. Por eso la propiedad demostrada 
se Dama también invariancia de la forma de la diferencial primera. 


PREGUNTAS DE AUTOCONTROL 


1. Enúnciese el teorema de la derivada de una función compues 

2. ¿Es aplicable el teorema de la derivada de una función compuesta a la 
función y = sen (yx) en el punto z = 0? ¿Existe la derivada de esta función. 
en el punto z= 0? 


9. Derivada logarítmica. Derivada de una función 
potencial con todo exponente real. Tabla de las 
derivadas de las funciones elementales simples 

1. Concepto de derivada logarítmica de una función. Calcule- 
mos la derivada de la función y = ln | z] (z 0). Puesto que 
üns = 1 y (in (—2)y = EY = 2 (hemos obtenido la última 
igualdad basándonos en la regla de derivación de una función com- 


puesta), la derivada de la función se expresa por la siguiente fórmu- 
la: 


v=(hnjzy=4. a) 


n obtenida (1), calculemos la deriva- 
lo | u |, donde u = f (z) es la fun- 


Teniendo en cuenta la fun: 
da de la función compuesta y 
ción derivable. Tenemos 


, Y 1 
y =(n luly =i 


o bien 
(2) 


La derivada del logaritmo de la función (In | / (z) | )' se Mama preci- 
samente derivada logarítmica de la función / (z). Para simplificar la 
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notación en caso de la derivación logarítmica el signo del módulo 
en la función / (z) puede omilirse. 

A título de e, alculemos con ayuda de la derivada logarít- 
mica la deriva = u (a, 


derivadas u” (2) y 0 (o). 
to que Iny  e(x)Inu(z), por la fórmula (2) obtenemos 
le (2) In u (2) =v (2) Inu (2) +v (2) i % 


Teniendo en cuenta que y =u (2)%, encontramos la siguiente 
fórmula para la derivada de la función potencial-exponencial: 


yo ao [e muta +0 (0 mo) ]+ (3) 


u (2) 


O Ejemplo 1. Calcular la derivada de la función y = 2% 
Resolución. La función dada puede representarse en la forma 
u (2)"®), donde u (2) = x y v (2) z. Utilizando la fórmula 
3), obtenemos 


y [nr] nr 1). © 


Ejercicios. Hallar las derivadas de las funciones siguientes: 
mx sen x nar 
12) =ar. (Resp. z [cosx In zE a 1.) 
2. (2) =(tg ay 9%. (Resp. (gay (cosa- Intgz+ 7). ) 


3. fia)» (cos z)“, (Resp. (cos 2J""* (cos x-ln cos 2— a). ) 


La derivada de 
puede ser calculada tam 
función en la forma y 


n  potencial-exponencial y == u (2) 
n por otro método. Representemos la 
anu y calculemos y”: 
y = jer ta a) = eto n uta) Jo (x) In u (2) = 
u’ (z) 
u (+) 

Sustituyendo y = u (z)"®, retornamos a la fórmula (3). 

La derivada logarítmica es muy cómoda para determinar la deri- 
vada de una función potencial con todo exponente real. 

2. Derivada de una función potencial con todo exponente real. 


La derivada de la función y = 2% (a es todo número real) se define por 
medio de la fórmula 


[v (2) Inu (2) +0 (2) 


yari, (a 
O Demostración. Puesto que y — 2%. entonces 


In y = æ In z. 
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Utilizando la fórmula (2), resulta 


=laInap=2. 


y 


De aquí, teniendo en cuenta que y = 2%, obtenemos la fórmula para 
la derivada de la función potencial: 
y =(7°) =0.10-1. E 
O_ Ejemplo 2. Calcular la derivada de la función f(=)= 
=V TF osz. 
Resolución. Representemos la función dada en la forma f (2) = 
= (1 + cos?z)"/?. Utilizando la fórmula (4), obtenemos 


r() =+4 + cos? 2)1/2-1.2 cos z- (cos z)' = 


1 


= 1 (1 + cos? z)-1/22 cos z (— sen 2) = ii 


Vicos” o 
Ejercicios. Hallar las derivadas de las siguientes funciones: 
1. f(a) =r. (Rap. awa (1— In2)) 
3 10 9 
2. 1(2)= UR 0 (Bein: mr rte) 
z a A E ak 
3. (=> (Resp. AE = +7)-) 
4. 1()=V7Inz, (Resp. m7.) 
ty 


5. [(2)=yY Zarcolgz. (Resp. 


G. /(1)= 


Vz PEE AU 
ver: (Per. pyg ax) 

7. (2) =V 27=senzz. (Resp. Vaz") 
8. aet iV PEE (Resp. 


10) =4 (zV T= -+arcsen z). (Resp. 


10. le, (Resp. arctg V22—1.) 
14. 10= +1 (tg 'E (Resp. zase ) 
ze” 


12. a) =. (Resp. 

E 
13. /(2)=1n (sen z+ V TFsen?z). (Resp. E aj 
44. j (2) =arcsen VZ. (Resp. 


16785 


1 
7) 
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15. f(a) = Y/ In sen ZÈ. ( 


16. 13=3V (FT 2p. (Resp. 
17. f (2) =1n (zsen z- VI=23). (Resp. 5 
18. J (x)= Y arctg o™. (Resp. 


UF) 


Por lo tanto hemos calculado las derivadas de todas las fun- 

ciones elementales simples y podemos hacer la siguiente tabla. 
3. Tabla de las derivadas de las funciones elementales simples. 
1. (Cy=0. 


I1. (4% =a2%-1, en particular, (y 


og, e, en particula 


111. (loga 2) = 


IV. (Y =a* Ina, en particular (e) 
V, (sen z} =c08 z. 
VI. (cos 2) 


VIIL (tgr) == 
VIII. (ctg 2) 


IX. (arcsen z)' 


X. (arccos z) = 
XI. (arctg zy = 


XII. (arcetg 2)” 


La tabla indicada junto con las reglas de derivación de la suma, 
diferencia, producto y cociente, así como junto con la regla de deriva- 
ción de una función compuesta constituye la base del cálculo dife- 
rencial. 

De las reglas y fórmulas de derivación se puede sacar una conclu- 
sión importante: la derivada de toda función elemental es también una 
función elemental. Ahora bien, la operación de derivación no hace sa- 
lir de la clase de funciones elementales. 

En el subp. 1 del $3 queda determinado que la diferencial dy 
de la función y = f (z) es siempre igual a la derivada de esta función 
f (z) multiplicada por la diferencial del argumento dz. Por eso las 
fórmulas citadas para determinar las derivadas pueden transformarse 
fácilmente en fórmulas para determinar las diferenciales de las fun- 
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ciones elementales simples: 


1. d(C)=0-d2=0 (C=cowsU). 7. da = E. 

2. d (2%) =a0%-1.de, 8. d (ctgr)= — 

3. d (loga 2) =+ loga e- dz. 9. d (arcsen z) = 

4. d(a)=a*Ina-de. 10. d (arccos z) = 

5. d (sen z) =cos £ dz. 11. d (arctg 2) =P > 

6. d (cos z) = — sen z àz. 12. à (arcctg 1) = E. 


Las fórmulas para determinar las diferenciales de la suma, dife- 
rencia, producto y cociente de las funciones tienen la forma 


d (uo) =du + dv; d (uo) =u dv + v du; 


a() 

Limitémonos por la deduce 
ponemos que el lector m 
la defi 


v du —u dv 


de la fórmula del producto. (Pro- 
mo deduzca las demás fórmulas.) Según 
n de la diferencial tenemos 
d (uv) = (uvy de = (w v+ uv’) de = vu de + uv dz = vdu -+ udv, 
ya que u'dz = du y vdr = dv. 
O Ejemplo 3. Hallar la diferencial de la función y = z? sen 3z. 
Resolución. Según la fórmula recién demostrada tenemos 
dy = zèd (sen 3z) + sen 3z d (2) = 2% (sen 31) dz + 
+ sen 3z (Y dz = 43 cos 3z de + 
sen 3z Ja? de = r? (2 cos 3z + sen 32) de. 0 


PREGUNTAS DE AUTOCONTROL 


¿En qué consiste el procedimient 
2. Dedúzcase la fórmula de la deriv 

todo exponente real. 
é la operación de deriv: hace salir de la clase do funcio- 


la derivación logaritmica? 
la para una función potencial con 
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1. Concepto de derivada de n-ésimo orden. Como ya hemos se- 
ñalado en el $ 1 del capítulo dado, la misma derivada j’ (z) de la 
función y = f (2) es cierta función del argumento z. Por consiguien- 
te, respecto a ella se puede otra vez poner la cuestión acerca de la exis- 
tencia de la derivada y su determinación. 


16% 
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Llamaremos f’ (x) derivada de primer orden. 
La derivada de la derivada de cierta función se llama derivada de 
segundo orden (o segunda derivada). La derivada de la segunda deriva- 
da se denomina derivada de tercer orden (o tercera derivada), etc. Las 
derivadas, comenzando con la segunda, se llaman derivadas de orden 
superior y se designan y”, y”*, y0, yO, ..., y0,..., o bien f” (z), 
UD, 10 (0,10, JO (2), 
La derivada de n-ésimo orden es derivada de la derivada de orden 
(1 —1) o sea, y™ = (y0-0) 
Las derivadas de orden superior tienen amplía aplicación en la 
física. Aquí nos limitaremos por la interpretación física de la segun- 
da derivada f” (2). Si la función y = f (z) describe la ley del movi- 
miento de un punto material sobre la línea recta, entonces, como se 
sabe, la primera derivada J’ (z) es la velocidad instantánea del punto 
en el instante de tiempo z y la segunda derivada en tal caso es igual 
a la velocidad de variación de la velocidad, o sea, a la aceleración 
del punto en movimiento en el instante z. 
Ejercicios. Hallar las derivadas de segundo orden de las 
siguientes funciones: 1. /(2)=0"". (Resp. 2e""(222—1).) 


2. /(1)=1g2. (Resp. FRE.) 3. f (@)=ctgr. (Resp. 2222.) 
4. / (2) =aresen—. (zesp. a») 5, /(1)=sentz. (Resp. 


7 
2008 27.) 6. f (1) =costz. (Resp. —2c0822.) 7. 1(2) =V FR. 
(Resp. qarr- 8. J()=0rcg E. (Resp. Eso 
9. f(@) =n (2z —3). (Resp. yr 


de tercer orden de las siguientes funciones: t. /(2) =arctg 5. 


) Hallar las derivadas 


LEO) 2. f(a)=xe". (Resp. e*(3-1).) 
“cos z. (Resp. —2e* (cosa + sen z).) 4. f (2) =x2sen z. 
Resp. (6—22)cosz—6rsenz.) 5. f()=2%2%. (Resp. 
*(23 in? 2 +9221? 2+ 187 1n2+6).) 6. f(2)=zI0z. (Resp. 
— 1/22.) 
2. n-ésimas derivadas de algunas funciones. 
1) Calculemos la n-ésima derivada de la función potencial y = 
= z% (z > 0) (a cualquier número real). Derivando sucesivamente, 
tenemos *) 


y =ax0-1, yO =a (0 — 1) 19-2, 
y =a(a— 1) (a—2) 203, ..., yu 
=a (0-1) (02)... la—(n—4)] 200", 


1) Al deducir estrictamente las fórmulas de las n-ésimas derivadas conviene 
aplicar el método de inducción matemática. 
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En el caso particular, si a = m, donde m es un número natural, 
resulta 
(27) =m (m—1)(m—2)... [m—(m—1)l-1=m!, 
(z")®=0 para n>m. 

No es dificil notar que, conociendo la forma general de la n-ésima 
derivada, se puede escribir inmediatamente la derivada de todo or- 
den sin calcular en este caso las derivadas precedentes. 

Por ejemplo, ()% = 6, (0-3 
(yw = 0. 

2) Calculemos la n-ésima derivada de la junción exponencial 
y = a“ (0< a 1). Derivando sucesivamente, tenemos 

y'=a ma, y®=a" (lna), 

* (Ina), ..., y™ = a” (In a)". 

En particular, si y = e", para todo número n 

ase. 

3) Calculemos la n-ésima derivada de la función y = sen z. Deri- 

vando sucesivamente, tenemos 


= öz y 


yo 


5 z 
ezo (e 


@+a)=sen (| 


y = —cos z 


sen (243), ... 


Ahora bien, la derivada de todo orden de sen z puede ser calculada 
mediante Ja fórmula 


(sen 2J0 = sen (z kn 


a 


Por ejemplo, (sen 2)” = sen (2 +10 mn (z+ a1)=—senz. 


4) Análogamente se obtiene la fórmula de la n-ésima derivada de la 
función y = cos 


(cos 2) =cos (z+ n- ). 
Ejercicios. Hallar las derivadas de r-ésimo orden de las 
siguientes funcione 
4. f()=10x. (Resp. z 
2. f(z) = sen 3z. ( Resp. 3"-sen (3z -+n 
ex/2, (Resp. 6/2 (1;2)".} 
25. (Resp. 2° (3 In 2)".) 
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La función que tiene la n-ésima derivada en un punto z se llama 
n veces derivable en este punto. La función que tiene en el punto z 
derivadas de todo orden se dice infinitamente derivable en este pun- 
to. 

3. Fórmula de Leibniz para la n-ésima derivada del producto de 
dos funciones. Sea y = uv, donde u y v ciertas funciones de la varia- 
ble z que tienen derivadas de todo orden. Entonces 


y =u vpu, 

wWesuv puo +u c+ Zu qu", 
u"v u"v’ + 2u"v 4 2u't” uo” w" = 
uv 43u" +3u'v" + ue”. 

Por lo tanto, vemos que los segundos miembros de los desarrollos 
se parecen a los desarrollos de distintas potencias del binomio 
(a -+ b)" según la fórmula del binomio de Newton, pero en vez de los 
exponentes están los números que determinan el orden de las deriva- 
das y las mismas derivadas u y v pueden considerarse como «deriva- 
das de orden nulo» u® y 110. Teniendo esto en cuenta, escribamos, 


por analogía, la forma general de la »-ésima derivada del producto 
de dos funciones 


LO a 


y™ = (uv) ™ UM nue 


n(n—1) 


= 


ED yapm., puw, (1) 


y 


La fórmula (1) se Mama fórmula ce Leibniz "). Vamos a demostrar 


esta fórmula mediante el método de inducción matemática. 

O Para n = 1 la fórmula tiene el aspecto (uv) = uv + uv", 
lo que coincide con la fórmula de derivación del producto de dos fun- 
ciones. Para n = 2 y n = 3 ella también está comprobada. Por esta 
razón, suponiendo la validez de la fórmula (1) para cierto número n, 
demostrar su validez para n + 1. Con este fin derivemos esta fórmu- 
la, es decir, determinemos y“*Y = (y0): 


YCD munt Dy ue nue! q uta Do] 4 


O 


TS on o 


prai i ED uini 


HuMoR] n, He Hunt), 


, * Gottfried Wilhelm Leibniz (1646 — 1716), filósofo y matemático ale- 
mán. 
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Suprimiendo paréntesis y reduciendo los términos semejantes, obte- 
nemos 
E (n4 HE juo a. 
A E E AE 
+[ 01 H ] a 
AO (UA puntat, 
Pero la expresión puesta en los corchotes podemos representar en la 
forma 


nn—) (a 
DT 
O (2) 42) (40 nh (nki) (ek?) 
SS) 
nn) e (1) (M2) 0.4 
HG D (M2) ...1 
_ nl n n! ( 1 + 14 
TN DIAM A REL F)= 
nt nti CENI 
WA RARE RAM 
ME A (n -Afnk A 
Mk Ayk) (AD mky. 


+2), nini)... nkt) 
Ka i] i 


13). (ke 4-9) 
mi $ 
Entonces 
oro to (n 4) uo A pinin 


AER gino t, 


(ntt nint). 
H A 


TN a 
O Ejemplo 1. Calenlar la derivada quinta de la función 
j=. 
Resolución. Suponiendo u=x* y v=e", encontramos u’ = 52, 
u” = 20, u” 607%, u® — 1907, u® = 120; 


v=o o e 
Sustituyendo los valores hallados de las det 
(1), obtenemos 


y? = 1200" + 5-142020" F4 60x20 -+ 


a fórmula 


das en 


20r" 45-516" ae — 


5007 -+ 6007? +- 200734 252+ -+ 2%). 
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. Calcular Ja n-ésima (n= 2) derivada de la función 


Ejemplo 
X? COS T. 


Resolución. Suponiendo u ~ cos z y v -= x*, encontramos 
u = cos (24n), v o? r = o m w m nn mÀ. 


Sustituyendo los valores hallados de las derivadas en la fórmula 
(1), obtenemos 


YO = cos (x+n E) 242r cos [+10] 2+ 


2 
mn 2 eos [2 Hln—2) 3 JE e 


Existe wna otra, más breve, deducción de la fórmula de Leib- 


ni 
O Escribámosla en la forma 
(ww) D Chu Pao, (2) 
E 
o c nl — aini)... nkt) N 
donde Ch = A r=pr i uo = u, 
vo = v, OL = 1, Ch son loscoeficientes binomiales. Al igual que an- 


tes, hagamos uso del método de inducción. Para 2 — 1 la fórmula ya 
fue comprobada. Suponiendo su validez para cierto número n, Va- 
mos a demostrar la validez de la misma para n + 1. Tenemos 


(yan Y Cuy = 


Ko 


o e 
= Y) Curia È Chat, 


Reemplacemos en la segunda suma k por k — 1. Resulta 
a nti 
Š runa Y Ch tuati- 
5 m 


Entonces 


(uv) 0D = yy Y Chuy + 
ms 


+A At e 
a 
— uno $ (Chp CAT) ui q unn 
a 


net 
2, Chun p, 
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ya que Chs =Chti=1 y CR+Ch'=Chp para 1<k<n. 
La fórmula de Leibniz queda demostrada. 

O Ejemplo 3. Calcular y(1% de la función y = 1? e*%, 

Resolución. Empleando la fórmula de Leibniz (2), obtenemos 

(ao pa nen 
HC ho (27) (O 4- Cio (P AA. a 
Pero puesto que (2237 =0 para n>3, (0%)% =.e*3*, entonces 
(2709) 00 — z313 4 10. 2ze3? 4+ 
+45. 2e%38 = 3% (3224 2074-30). O 

Es cómodo aplicar la fórmula de Leibniz cuando uno de Jos facto- 
res es polinomio de grado n. En este caso todos los términos de la fór- 
mula de Leibniz, com se anulan. 

4. Diferenciales de Zonsideremos ahora las dife- 
renciales de orden superior. Para comodidad, junto con las designa- 
ciones de las diferenciales por Jos símbolos dy y dz mtilizaremos tam- 
bién las designaciones ôy y Óx. 

Supongamos que la función j (x) es derivable en cada punto z 
de cierto intervalo, entonces la di ial de la misma 

dy f (2) de, 

la cual llamaremos diferencial de primer o 
variables: del argumento z y de su diferencial dz. Supongamos que 
la función j’ (z) es. a su vez, derivable en cierto punto z. Considera- 
remos dz en la expresión para dy como factor constante, Entonces la 
n sólo del argumento z y la diferencial de la 
misma en el punto z tiene la forma (al considerar la diferencial de 
dy utilizaremos las designaciones para las diferenciales) 


ô (dy) = ô If (2) del = [f (x) dzl'Sx = f” (2) dzbz. 
La diferencia ô (dy) de la diferencial dy en cierto punto z, tomada 


para ôx = dz, se llama diferencial de segundo orden (segunda diferen- 
cial) de la función f (z) en el punto z y se designa d*y, o sea, 
diy = f” (2) (dz)? 

A su vez, la diferencial 5 (dèy) de la diferenical dy, tomada para 
ör = dx, se denomina diferencial de tercer orden (tercera diferencial) 
de la función f (z) y se designa dy, ete. La diferencial ô (d“-Dy) 
de la diferencial d”-ly, tomada para ôr = dz, se llama diferencial de 
simo orden (o n-ésima diferencial) de la función j (x) y se designa 


en, os la función de dos 


dy. 
O Mostremos que para la n- 

válida la fórmula 
d'y = y™ (da, n—4, 


sima diferencial de una función es 


(2) 
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Para su demestración hagamos uso del método de inducción. Si 
n = 1 y n = 2, ella queda demostrada. Supongamos que esta fór- 
mula es justa también para las diferenciales de orden n — 1: 


Py = ya (dy 
y la función yU'=D es, a su vez, di 


able en cierto punto z. Entonces 
dy = 8 (d"-ty) = Sy o -0(da)""*] 


= (y 0-0 (de oz = yðr (dr)""* 


suponiendo ôr = dz, obtenemos 


dy = ô (d”-'y)lox-ax = y™ (dz)". 


De la fórmula (2) se desprende que para todo número de n es vå- 
lida la igualdad 


po Eo yr E, 


o sea, la n-ósima derivada de la función y = / (2) en cierto punto z 
es igual a la razón entre la n-ésima diferencial de esta función en el 
punto z y la diferencial del argumento de grado n. 

Q Ejemplo 4. Calcular la diferencial dy de la función y 


+. Diferenciando sucesivamente, obtenemos 


dy - y dz — (a? — biz) de, 
dy = d (dy) = d I4 — üz) del = (140% — biz) del! de 
(122% — ti) (dz). 
diy = d (dy) -d [(12%* — 6) (dz)*) = 
= (122% — 6) (dz)*l’ de = 24z (de). O 

Nótese que si z no es una derivable independiente sino la función de 
cualquier variable £, la fórmula (2) no es justa (para n >1 no posee 
la propiedad de invariancia de la forma de diferenciales). En parti- 
cular, para n = 2, dèy = d (y' dz) = dy - dz +y'-d (dz) = y” (da? + 
+y d'z o bien dĉy = y” (dz)? + y diz. 

Vemos que la forma de la diferencial segunda se ha cambiado, ha 
aparecido el sumando y'd?z. Si z es una variable independiente, este 
sumando es igual a cero, ya queen este caso dz es una magnitud cons- 
tante y, por consiguiente, diz = d (dz) = 0. dz = 0. 

Ejercicios. Hallar las diferenciales de orden superior de las 

siguientes funciones: 1. f(z)=47™; hallar d?y. (Resp. 

47=2 In 4 (2721n 4—1) (dz)?.) 2. f(2)=sentx; hallar dy. 

(Resp. —4 sen 2z (dz)?.) 
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PREGUNTAS DE AUTOCONTROL 


1, ¿Bor qué la derivada /* (z) puede considerarse como función dol argu- 
mento zi 

2. Dese la definición de la derivada segunda de le función y = f (z). 

3. Cíteso el ejemplo de una función cual existe /' (z), pero no existe 
(m. 
i É ¿esla derivada 7’ (z) una función continua en un punto z si en este punto 
existe f” (2) 

5. Dese la definición de la n-ésima derivada de la función y = / (2), 

6. Se sabe que la n-ésima derivada de la función y = f (z) existe en el pun- 
to z. ¿Qué se puede decir de la existencia de derivadas de orden menor en este 
punto y en su entorno? 

7. Dedúzcase la fórmula de Leibniz 

8: Dése la definición de la n-ésima diferencial de la función y = f (z). 


$ 11. Representación paramétrica de una función 
y su derivación 


1. Representación paramétrica de una función. Sean dadas dos 
funciones 


z=4(0, y=} (0 (1) 


de una variable independiente £, definidas y continuas en un mismo 
intervalo. Si z += q (1) es estrictamente monótona, entonces la fun- 
ción inversa £ > (2) es unívoca, también continua y estrictamente 
monótona. Por eso y puede considerarse como función dependiente 
de la variable z mediante la variable £ Mamada parámetro: 


y = 410 (2)). 


En este caso se dice que la función y = f(x) está prefijada para- 
métricamente con ayuda de las ecuaciones (1). Notemos que la fun- 
ción y [Q(2)] es continua en virtud del teorema de la continuidad 
de una función compuesta. 
O Ejemplo 1. Sea z = R cos t, y = R sen 1(0U< t< a). 
Puesto que la función z = R cos t decrece para OS t< a, las 
ecuaciones dadas definen paramétricamente la función y de z. Sit 
se expresa por z de la primera ecuación y se sustituye en la segun- 
da, se obtiene la función buscada de la variable x en la forma 
explícita. 
ás fácilmente se ale 


ey 


De aquí y ZF o bien y Puesto que la 
función y = R sen ¢ no es negativa para OÇ (< 1, elegimos el sig- 
no más delante del radi ando 1< 1< 2a, 
obtenemos y = — V R 

Así pues, vemos que cuando £ varía de 0 a 2x, las fórmulas z = 
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= R cost e y = Rosen t definen dos 


unciones de la variable z 
completa. 

n t(0< (< %a) 
s difícil comprender que las igualdades dadas son ecnaciones 
étricas de la elipse si recordamos que la elipse se obtiene de la 
n de la circunferencia de radio a contrayéndola a/b veces a lo 
largo del eje Oy. Del ejemplo 1 se deduce que las igualdades z = a x 
xcos Ley -a sent, US (<a son ecuaciones paramótricas de la cir- 
rencia «+ y2= u?. De aquí está claro que las ecuaciones para- 
métricas de la elipse se obtienen de las ecuaciones paramétricas de 
la circunferencia, multiplicando la ordenada y por b/a y tienen la 
formaz — acost,y + bsent. Existe una resolución todavía más sen- 
cilla. Exclnyendo de estas ecuaciones el parámetro £ (resolviéndolas 
respecto a co en £, elevando al enadrado las ignaldades obteni- 
das y sumi obtenemos 


(= 
que es la ecuación de la elipse. @ 

La representación paramét a función tiene importancia 
sobre todo grande al estudiar el movimiento de un punto. Si el pun- 
to se mueve sobre un plano, sus coordenadas z, y son funciones de 
tiempo £. Asignando estas funciones z - q (0), y =p (£), determina- 
remos por completo el movimiento del punto cada lapso de tiem- 
po en el cual la función q (1) es estrictamente monótona se puede, pro- 
cediendo como antes, definir la función y p 1D (x)] cuya gráfica es 
la curva descrita durante este lapso de tiempo por el punto en mo- 
vimiento. el últi rito el movi- 
miento del punto sobre la elipse 

2. Derivación de la función prefijada paramétricamente. Suponga- 
mos ahora que las funciones z == q (t) e y = +p (t) tienen derivadas, 
con la particularidad de que y” (t) 0 sobre cierto intervalo. De la 
última desigualdad se desprende (como veremos en adelante) la 
monotonía estricta de la función z — «p (t) (véase el teorema 5.12) y, 
por consiguiente, la univocidad de la función inversa £ = @ (z). 
Conforme al teorema 5.4 de la derivada de una función inversa la fun- 
ción 4 (z) tiene la derivada 


D (z)= 


cuyas gráficas forman una circunferenci 
Ejemplo 2. Sea z a cos t, y — b s 
No 


ai 
Lt, 


sentt= fo bien 


OS 
cjg] 
y conforme al teorema 5.5 de la derivada de una función compuesta 
la función y =% [Q (z)] tiene la derivada 
y = p (0 (2)) D (2). 
Por lo tanto, 
„vU 
== 


o bien, más brevemente, y% 
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Así pues, hemos demostrado que la derivada de una función repre- 
sentada paramétricamente se expresa por la fórmula 
A EA 
Y > 2 
O Ejemplo 3. Hallar y% si z = R cos t, y = Rsent(0< t< n). 
Resolución. Según la fórmula (2) obtenemos 
y= SL egt (140; a). 
Ejemplo 4. Hallar y$ si r = 2 + t y =é—2P. 
Resolución. Mediante la fórmula (2) obtenemos 
EAT A 
Ma AE A 
Supongamos que existen las segundas derivadas de la función 
* (t) y y” (£) en cierto punto £. Entonces se puede calcular la segun- 
e ddiad dla tonclón representada paramétricamente. Notemos 


w) 
que la función yz = X 


, a su vez, está representada por las ecuacio- 
nes paramétricas 


y E m0, 000. 


Por eso según la fórmula (2) tenemos 


oy erozyon 
oa 2 Ao — oo A 
E O] TO 


) g’ (e) MU) 
F 

Aquí hemos utilizado la regla de derivaci 
Así pues, queda obtenido que 


E OO 


del cociente. 


OF 
o bien, más brevemente, 
- nin , 
¿EA 3 
Vez ER > (3) 


Análogamente se puede obtener la derivada de y respecto a z 
de todo orden. 


O Ejemplo 5. Hallar y}. = cost, y=sent (0<t<a). 
Resolución. y; = cost, y; =— sent; z sen t, 
Sustituyendo en la fórmula (3), resulta 
(—sen t) (— sen 1) —(—cos t) (cost) _ sen? t+ cos?! 1 


Ya = -ag Aa O 
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Ejercicios. Para las siguientes funciones, dadas paramétrica- 
mente, hallar a e yix 


1.2=0, y = Ft. (Resp. 22.) 
220", y=e*%. (Resp. $ 
3. :=a(t—sent),  y=a(1—cost). (Resp. ctg 


1 
— Ta sent q2) * ) 


PREGUNTAS DE AUTOCONTROL 


1. ¿Qué es la representación 
2: ¿A qué condiciones os vi 
función prolijada paramétricamente? 


ramétrica de una función? 
la fórmula (2) para la derivada de una 
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Teorema 5.6. (teorema de Fermat) '). Supongamos que la función 
1 (2) está definida sobre un intervalo (a, b) y en cierto punto z, de este 
intervalo tiene el valor máximo o mínimo. Entonces si en el punto zo 
existe una derivada, ella es igual a cero, o sea, f' (29) = 0. 

O Demostración. Supongamos, para precisar, que la función 
1 (2) tiene en el punto z, el valor máximo, o sea, / (2) < / (zo) para 
todo punto z E (a, b). Esto quiere decir que Ay = f (2) + Ad) — 
— Í (20) < Ò para todo punto zp + Az € (a, b). Por eso si Az > 


>0 (z >), entonces 22<0, y, por consiguiente, 


. im A 
1, (29) = ím, <0, 

en cambio, si Az<0 (z < zo), entonces ¿>0, por eso 
" (5) = lim 42 
f) = im_2>0, 


o sea, la derivada a la derecha en el punto zọ es no positiva y la deri- 
vada a la izquierda es no negativa. Según la hipótesis f’ (zo) existe y, 
por lo tanto, f (zọ) = k Co. F (z). Esto es posible sólo en el 
caso cuando 7; (zp) = f. (zo) ero entonces también j’ (z4) = 


Análogamento se considera el caso cuando en el punto zy la fun- 
ción f (z) tiene el valor mínimo. WM 


1) Pierre de Fermat (1601 — 1665), matemático francés. 
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El significado geométrico del teorema de Fermat consiste en el 
hecho de que si en el punto za la función derivable / (z) tiene el valor 
máximo (mínimo), en el punto (Zo; f (Zọ)) la tangente a la gráfica de 
la función f (z) es paralela al eje Ôz (fig. 141). 

Observación. El teorema no es justo si la función f (z) se consi- 
dera sobre un segmento la, bl. Así, por ejemplo, la función f (2) 
= z sobre el segmen to (0, 1] en el punto z = O toma el valor mínimo 


y 
h 
| | 
l] i 
t h H 
1 1 1 
¡DS E i 
backa 
D a A A Ea 
Fig. 141 Fig. 142 


y en el punto z — 1, el valor máximo; sin embargo, tanto en un pun- 
to somo en el otro la derivada no se anula y es igual a la unidad (fig. 

). 

Teorema 5.7 (teorema de Rolle) *). Supongamos que sobre un seg- 
mento la, b) está definida la función f (z), con la particularidad de que: 
1) f (z) es continua sobre la, b); 2) j (2) es derivable sobre (a, b); 3) 
į (a) = f (b). Entonces eziste un punto c € (a, b) en el cual f' (c) = 0. 

O Demostración. Puesto que la función f (z) es continua sobre 
la, b], según el segundo teorema de Weierstrass ella tiene sobre este 
segmento el valor máxime M y el valor mínimo m, o sea, e: 
les puntos zy, z, € la, b) en los cuales f (21) = m y f (2,) = 
cumplen las desigualdades 


m< j (a) M. 


Son posibles dos casos: 1) M = m< M. 
En el primer caso f (z) = const = W = m. Por eso la derivada 
f' (2) es igual a cero en todo punto del segmento la, bl y el teorema 
queda demostrado. 
En el segundo caso, puesto que f (a) = f (b), al menos uno de dos 
lores m o M no se toma en los extremos del segmento [a, bl, o sea, 
e un punto c € (a, b) en el cual la función / (x) toma el valor 
máximo (mínimo) sobre el intervalo (a, b). En esto caso, ya que 
$ (x) es derivable en el punto c, del teorema de Fermat se deduce que 


MN m 
ki 


M y se 


ichel Rolle (1652 — 1719), matem; 
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Geométricamente el teorema de Rolle significa que en el gráfico 
de una función, continua sobre un segmento (a, b) y derivable dentro 
de él, la que tome en los extremos de este segmento valores iguales 


i 
1 
i 

a 


Fig. 143 Fig. 144 


existe un punto (c; f (c)) en el cual la tangent 
(fig. 143). En el punto c de la fig. 143 la fune 
máximo. 
O Ejemplo 1. Averiguar si satisface o no las condiciones del 
teorema de Rolle la función f (z) = 1 — ¿“Ten el segmento [—1, 1]. 
Resolución. La función f (z) = 1 —v 27 es contínua sobre toda 
la recta numérica, por consiguiente, también sobre el segmento 


y 


s paralela al eje Oz 
n f (x) toma el valor 


Fig. 145 Fig. 146 


[—4, 1) (fig. 144). En los extremos de este segmento los valores de 
la función coinciden: f (—1) = f (1) = 0. Sin embargo, la derivada 


ræ =- ga el punto z = Ono existe. Pero puesto que este 
Va 


punto es un punto interior del segmento ¡—1, 1], la condición de exis- 
tencia de una derivada finita sobre el intervalo (—1, 1), condición 
requerida en el teorema de Rolle, no se cumple. Por eso el teorema de 
Rolle es inaplicable a la función dada sobre el segmento [—1, 11. 
En electo f' (z) 20 en el segmento [—1, 11. 0 
Ejercicio. En las figs. 142, 145 y 146 se muestran, respectiva- 
mente, las gráficas de las siguientes funciones: 4) f (z) = z, 
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xEl0, 11; 2) f (z), igual a z si OK z <1, e igual a O si z = 

3/() =]| 71. 7€l 1l. ¿Satisfacon o no las hipótes 

del teorema de Rolle las fun es dadas? Si no satisfacen, indi- 

que para cada función dos hipótesis que secumplen y la tercera 
que no se cumple (explíquese, por qué). 

Teorema 5.8 (Teorema de Lagrange) '). Supongamos que en un 
segmento la, b] está definida la función f (x) con la particularidad de 
que: 1)/ (x) es continua en la, bl; 
3) / (z) es derivable en (a, b). Enton- 
ces existe un punto c € la, b) tal que 
sea válida la fórmula 


10-10 Fc). 


O Demostración. Introduzcamos 
para la consideración sobre la, bl; 
una función auxiliar 


F (2) = f (2) — f (a) 10 (e—a). 

pe función F (x) satisface todas tres hipótesis del teorema de 
Rolle: 
1) F(z) es continua sobre ja, b| (como diferencia de dos tun 
ciones continuas f(z) y de la función lineal f(a) 
10) (=—a)); 
2) F (2) es derivable sobre (a, b), o sea dentro de (a. b) tiene 
una derivada igual a F' (2) = f’ (z) 100, 

3) F(a) =0 y F(b)=0, o sea, F (a)=F (b). 

Por consiguiente, según el teorema de Rolle, existe un punto 


cE(a, b) tal que F” (c) = Ô, o sea, ro-a 


0. De aqui 
resulta /*(c) = 1O40, q 

Aclaremos el significado goométrico del teorema de Lagrange 
(fig. 147). El valor de w 10) as el coeficiente angular (pendiente) 
de la secante que pasa por los puntos M, (a; f (a)) y Ma (b; f (b)} de 
la gráfica de la función y — / (2) y j’ (c) es el coeficiente angular do 
la tangente a la gráfica y - f (z) en el punto (c; f (c)). Del teorema de 
Lagrange se deduce que existe un punto c tal que la tangente a la 


gráfica en el punto (c; f (¢)) sea paralela » la secante M, Mg. Tales 
puntos pueden ser también varias, pero al menos uno siempre existe. 


1) Joseph Louis Lagrange (1736 — 1813), matemát ico francés. 
1785 
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Obseryación 1. La igualdad 
{b — i la) {= f le bah a<c<b a) 


se Mama fórmula de Lagrange o fórmula del incremento finito. 
Observación 2. Puesto que el punto c está entre los puntos a y 
h. se puede escribir 


c» a+0(b— a, U<0<t 


Aquí © (b — a) es una parte de la longitud del segmento la, bl. Te- 
niendo esto en cuenta, la fórmula de Lagrange puede escribirse asi? 


10) —/(a) f (a+ O (b a) ba) UKOA. 
Observación 3. Si se pone a = z, b = z + Az, resulta 


Her Az) — f (2) = f (æ t 042) Ar 0c A. 
Tal notación de la fórmula de Lagrange es frecuentemente må 
moda que la motas (1). 

El teorema de Lagrange es la baso para demostrar muchas 
mulas y teoremas del análisis. 

O Ejemplo 2. Comprobar que la función / (x) — 2z — £* sati 
face las hipótesis del teorema de Lagrange sobre el segmento (1, 3] 
y ballar el punto c que se encuentra en la fórmula de Lagrange. 

Resolución. La función / (z) = 2z — a* satisface las hipótesis 
del teorema de Lagrange, ya que es continua sobre el segmento (1, 
y tiene la derivada finita f’ (z) — 2 — 2z en cada punto interior del 
segmento, o sea, es derivable sobre (1.3). Conforme al teorema de 
Lagran 1 y z, = 3 existe el punto z =c 
que satis 


1) — 1 E) =1 O (Ta — a- 
Sustituyendo el valor z, = 1 y z, = 3, obtenemos 
+ (3) — (2-3 —3%) — (2-1 — 1) 

Pj=2 tèm 1040. 4-3» ) 


31 =i 
o bien 1 — c = — 1, de donde encontramos ¢ — 2. @ 

Teorema 5.9 (teorema de Cauchy). Supongamos que las funciones 
1 (æ) y g (2) son continuas sobre la, b] y derivables sobre (a, b). Sea, ade- 
más, gl (x) 0. Entonces existe un punto c € (a, b) tal que sea válida 
la fórmula 


10-10 _ 110 ” 

Oo rO B 

O Demostración. Mostremos primero que g (b) g (4), o sea, 

gue la fórmula (2) tiene sentido. Efectivamente, si se admite que 

(0) = g (a), entonces, conforme al teorema de Rolle, para la función 

E (z) habrá un punto E € a, b) en el cual g’ (E) = 0. Pero esto contra- 

dice la hipótesis de que g’ (z) =+ 0 sobre (a, b). Pasemos a la demostra- 
ción de la fórmula (2). 
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Consideremos sobre la, b] una función auxiliar 


10-10) 


F (2) = f (z)— f (a)— 


le (2)—g (a)1. 


g (è) 


No es difícil notar que F (z) sobre la, b] satisface las hipótesis del 
teorema de Rolle. En efecto, F (z) es continua sobre (a, b], derivable 
sobre (a, b) y, además, la sustitución de z = a y z — b da F (a) 
= 0 y F (b) — 0, o sea, F (a) = F (b). Conforme al teorema de Ro- 
lle para F (zx) existe un punto c, a < c < b, tal que F’ (c) = 0. 


10-11) 
£(0)=g (a) 


Puesto que F’ (z) = f’ (2) — g' (z), entonces 


Flog] o- EE g (c)=0. 


De donde, teniendo en cuenta que g' (e) 20, obtenemos la fórmula 
(2). m 
La fórmula (2) se Hama /órmula de Cauchy o fórmula generalizada 
del incremento finito. 
Observación. El teoroma de Lagrange es el caso particular del 
de Cauchy si se pone g (z) > z. 
O Ejemplo 3. Comprobar que las funciones f (z) — z? — 2r + 
Edy g (z) = z — 77 + 207 — 5 satisfacen las hipótesis del te 
rema de Cauchy sobre el segmento 11, 4) y hallar el punto e que h: 
en la fórmula de Ci 
ón. Las funciones f(z) = z? — 2z 43 y g(a) 
+ 20s — 5 satisfacen las hipótesis del teorema de 
ya que son continuas sobre el segmento [1, 4), sus derivadas 
f (z) = 2r — 2 y g' (2) — 3z? — 14z + 20 existen en todos los 
puntos del intervalo (1, 4), o sea, son derivables sobre este intervalo 
ás. g' (2) 20 sobre 11, 41. Conforme al teorema de Cauchy, 
entre dos puntos 2, — 1 yz, 4 existe el punto z — c que satisfa- 
ce la igualdad 


LEY. Lo 
arder) gl)” 


Sustiltuyendo los valores z, 4 y z, = 4, obtenemos 


A 


Resolviendo la ecuación, encontramos €, = 2 y c, - 4. Puesto que 
el punto z — c debe satisfacer las desigualdades Y < c < 4, el pun- 
to buscado es c — 2. 
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PREGUNTAS DE AUTOCONTROL. 
1. Enúnciose el teorema de Ferma su significado gev- 
métrico? 
2. ¿Es cierto el teorema si f (z) = f (ze) para algunos v. der € (a, b)? 
3, Cíteso el ejemplo de una función que tome el valor mínimo en un punto 


y no tenga derivada en este punto, ¿Qué so deduce de esto? 
4. Enúncieso el teorema de Rolle y aclare su significado geométrico. 
| ¿Quedará válido el teorema de Rolle si se omite una de sus tres hipi 
Cáleso ejemplos respectivos. 
. Enúncieso el teorema de Lagrange y expliquese su significado geomé- 


chy. 
grange vs el 


trico, 


Enúncieso el teorema de Ca 
Muéstrose que el teorema de 
de Cauchy. 


dol teorema 


$ 13. Evaluación de las indeterminaciones. 
Regla de L'Hospital 


erminaciones 
nos con un mé- 
nes, Hamado 


ación de las 
nos familiari 
las indeterı 


Retornemos a la cuestión de oval 


que se examinaba en ol cap. 4. Aqu 
todo sencillo y muy eficaz de oval 
regla de L'ilospital. 

1. Evaluación de la indeterminación de la forma $. El siguiente 
teorema ofrece la regla de evaluación de fa indeterminación da 

Teorema 5.10 (teorema de L'Hospital) '). Supongamos que las 
funciones f (2) y g(x) están definidas y derivables en cierto entorno 
del punto a, a excepción. quizás, del mismo punto a. Sea, luego, 
lím / (2) = lim g(2)=03) y g' (2) 40 en el entorno indicado del 


punto a. Entonces, si existe el límite de la razón de las derivadas 
im LD o dd 3 i imite lim LE) 
um -iy (finito o infinito), eziste también el limite ua Ta’ 
con la particularidad de que es vålida la fórmula 

L) jim LO 

E(D) gea KE) 

O Demostración. {£n} una sucesión arbitraria de los va- 
lores del argumento la cual converge hacia el punto a, con la parti- 
cularidad de que z, +a. Precisemos por completo las funciones 
F (2) y g (2) en el punto a, suponiéndolas iguales a cero, o sea, f (a) = 

= g (a) — 0. Entonces, evidentemente, las funciones f (2) y g (2) 
son continuas sobre [a, z, |, derivables sobre (a, z,) y, según la hipó- 
tesis, g’ (2) 40. 


1) G.F, L'Hospital (1661 — 1704), matemático francés. 
2) El teorema queda válido también en el caso cuando z > a` y y — at, 
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Por lo tanto, para f (z) y g (zx) están cumplidas todas las suposicio- 
nes del teorema de Cauchy sobre [a, x,], o sea, dentro de la, x,] 
existe un punto E, tal que 


Elza) tl £ (En) 
cena yo Ela a). 


Según hemos precisado, / (a) = g (a) =0, por lo tanto, 


Elzan) En) 
Len LEN. EnEla, dn) 1) 


Sea ahora en la fórmula (1) n— œ. Entonces, evidentemente, 


En —a para n—>o (fig 148). Puesto que lím a existe, el 


Fig. 148 


segundo miembro de la fórmula (1) tiene para n->œ el límite 
nte, para n— oo existo también 


igual a lím LEL, Por consiguio: 
wE) E 


ol límite del primer miembro de la fórmula (1), con la particu- 
laridad de que 
Eten) tim L 
Im tay rE 


Puesto que {zn} es una sucesión arbitraria de los valores dol a 
gumento, la cual converge hacia a, de aquí sacamos la conclusión de 
que 

TAN 2) 
a o Mr a T 
E) teorema demostrado suele llamarse regla de L'Hospital. 


O Ejemplo 1. Hallar lím E—Lallz 


za "e 


Resolución. Las funciones f(z) = z —1+Inz y g(0) 
= e" — e están definidas en el entorno del punto z — 1, Luego, 
lím f(x) — lím  g(2) —0, o sea, tenemos una indeterminación 
xt 21 


de la forma $. El límite de la razón de sus derivadas exi 


lim LD. — lim FAEN 


3 
E o Sst “e 
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con la particularidad de que g’ (z) — e* 20. Por consiguiente, estas 
funciones satisfacen las hipótesis del teorema de L'Hospital según 
el cual lim a también existe y es igual a Jím Le , 0, sea, 


at 


E E 3 
e (e eF 


F 


sa (F=e" xi 


Observación 1. Por lo general, al calcular los límites con ayuda 
de la regla de L'Hos 
necesarias y la verificación del cumplimiento de las hipótesis se hace 
en el curso de cálculos. Si en este caso resulta que la razón de las de- 

1 


rivadas LO vuelvo a ropresentar una indeterminación y f’ (2) y g' (2) 


satisfacen los mismos requisitos que las funciones / (2) y g (2), 
la regla de L'Hospital se emplea repetidamente. 


—sen 


e Ejemplo 2. Hallar lím Ž 
pe) 


Resolución. Tenemos una indeterminación de la forma 


Empleando la regla de L'Hospital, obtenemos 


ESE jim Á0987 im senor i 
E En Br Ú 


lm = Lis 
par 


lim 
eo 


En este ejemplo la regla de L'Hospital se ha empleado dos vecos. 0 


Ejercicios. Malla 


2. 


1. lím 


F 


(Resp. +.) 
ae MER. eap. 2) 5 lim Blocs 
(Resp. 5) 6. lim E (Rap. 1) 


Observación 2. El teorema queda justo también en el caso cuando 
z— œ, z— -+œ y z— —oo. Por ejemplo, en efecto, supongamos, 


que lim /() = lím g (2) — 0 y lím 


- (Resp. 1). 3. lim 


LA existe (finito o infi- 
nito). Hagamos la Sustitución r= e “entonces t — Ü para z —> œ 
y 


1(2) AW —>0, g (2) = g (1/1) — U para t — 0, 
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Aplicando a las funciones f(1/t) y g (171) el teorema 5.10 y la regla 
de derivación de una función compuesta, obtenomos 
1) 10 E DLA — yim EOD pim LO 
a im ram ac e aa e 
al2—arctgz 
a 3 


O Ejemplo 3. Hallar lím 
+ 


2 SH 
Resolución. Tenemos la indeterminación de la forma + ya 
que lim 2—1 1, Int=0 y lím arctgz=-2. Aplicando la 
-4w SFI Pare 2 


regla de ai, resulta 


lím 


lim 


HF 
o TEE 


| Ejercicios. Hallar: 1. lim Y 
3 pres. dde 
| 2 = (Resp. 
2. 


¿valuación de la indeterminación de la forma 2. Para esta 


indeterminación es válida la afirmación análoga al teorema 5.10, a 
en el enunciado del teorema sustituir la exigencia delim f (2)- 


= lim ga) O por la hipótesis de lim /(2) = lim E (2) 


00, ol téorema queda 


O Ejemplo 4. Hallar lím Z. 
roto C 


Resolució: 


Tenemos la indeterminación de la forma 2. Apli- 
cando la regla de L'Hospital » veces, resulta 


lim 1ed" 
sho e 

= ik nu E = lim A, 

ane zera" 


Aquí ya no hay ninguna indeterminación. Por esta razón 


lím 


eo 
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Ejercicios. Hallar: 1. lim Z. (Resp. 0.) 


(Resp. 0.) 3. lim Š (Resp. +00.) 4. lim mE 
e 

(Resp. 0) 5. lm pgp -(Mesp. 1) 6. lim Č (Resp. 100.) 
1 rior 


im Mn (za) 

T i me eT" 
Otras formas de las indeterminaciones y su evaluación. Como 
be, las indeterminaciones de la forma 1-00 y co — œo pueden redu- 


(Resp. 1.) 


sosi 
cirso a las de la forma $ 
de L'Hospital. 

O Ejemplo 5. Hallar lím zin. 
Tenemos una indeterminación de la forma O-o 


ez do la indeterminación de la 


y E y luego evaluarse con ayuda de la regla 


Resolución 


Pero zine y hemos obten 


forma 2. Empleando la regla de L'Hospital, resulta 


. ll e A 
a i o 
a a A 
Ejemplo 6. Hallar lím (sec z—tgz). 
oa 
Resolución. Tenemos una indeterminaci de la forma oo — œ. 
s E 1 sena ás z 
Pero secz— tgz = o EE hemos obtenido para 


la misma hipótesis de z— 7/2 
Aplicando la regla de L'Hospital, resulta 


lím (sec x— tg z) = 0. 
en/a 
Ejercicios. Hallar: f. lím (arcsen z-ctg 2). 
nto 
2. lím re. (Resp. 0.) 3. lím (1—2)tg 
a+ pen 


aim (pz). (Rep. =) 5. lin 


( Resp. -+4. 6. lím ( E 2). (Resp. 0.) 


e Az 2 


Por último, consideremos las indeterminaciones de la forma W. 
4%, 00% Tales indeterminaciones tienen lugar al examinar las lun- 
ciones y = j ($69 si para z — a la función / (z) tiende, respectiva- 
mente, a 0, 1 y œ, mientras que g (z) tiende, respectivamente a 0, 
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stas indeterminaciones con ayuda de Ja identidad 


e y 


JEFA = e 


ducen a la indeterminación de la forma 0.00 la cual ya ha sido 
zada. 

e Ejemplo 7. Hallar lím 2%. 

2. 

Resolución. Tenemcs una indeterminación de la forma 0% Pero 
x" ex nz y en el exponente hemos obtenido la indeterminación 
de la forma 0-00 que ya ha sido considerada (véase el ejemplo 5). 
Por consiguiente, 


lím 2% lím ex mx- GEET 
amo zaor 
Ejemplo 8. Hallar lím (1 -+ z3)1/-1-x, 
«0 


Resolución. Tenemos una indeterminación de la forma 1%. 
Pero (1422-12) = eln (exe 1=x) y en el exponente hemos 
obtenido la indeterminación de la forma $. Empleando la fór- 
mula de L'Hospital, obtenemos 


A la (142?) 2z -+ z?) P la 
im eoa lim r T uia Ea 
+ DE A 


Por lo tanto, 


lim (195 


Ejemplo 9. Hallar lím (tgz)? **, 


Resolución. Tenemos una indeterminación de la forma oo". 
Pero 
2Intex 


Sosa C ezcosxintex etss y en el exponente hemos obte- 


(lg x) 
nido la indeterminación de la forma 2. Aplicando la regla de 


L'Hospital, encontramos 


secz 


2 lím 
raja Le? 


PARA seczgz y 
2 lim Figrar = Mm cosx — 0. 
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Por lo tanto, 


lim (ga 
xaaa 


Ejercici 


. Hallar: 1. lím (senz)". (Resp. 1.) 2. lim (tg =)" 
x-0 ez 


(Resp. 1.) lim (14 zx)". (Resp. 1.) 
eer 


Recomendamos para adqui los hábitos de evaluación de una 
indeterminación con ayuda de la regla de L'Hospital utilizar tam- 
bién los ejemplos dados en el cap. 4. 

En conclusión examinemos un ejemplo c 
pital es inaplicable. 

O Ejemplo 10. Hallar lim 222 


ndo la regla de L'Hos- 


Resolución. Tenemos una indeterm 


ración de la forma Š 
Sin embargo, aquí la regla de L'Hospital no se puede aplicar, es de- 


cir, el límite de la razón de las derivadas 
lím 4 


no existe. Para evaluar la indotor 
rador y ol denomi 


n dada dividamos el nume- 
ador por z, obtenemos 


lim ZEBE lim (1; M) im ts 
xam x xew no 
lim M 140 1.0 
PREGUNTAS DE AUTOCONTROL 


1. Demuéstrese el teorema de L'Hospital para los casos cuando s a- 
ye. 


2. Enúnciose la regla de L'Hospital para la indeterminaci 

as uo lim L-£2 no existe. ¿So deduce de aqui que lim 2E 

. Supongamos que lim zry m . aquí que lim y 
«ue representa la indeterminación de la forma + ó Æ también no existe? 


4. ¿Por qué en ol teorema de L'Hospital no se que las derivadas 
4' (a) y E! (+) existan obligatoriamente en el mismo punto a? 
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$ 14. Fórmula de Taylor 


Analicemos una de las fórmulas principales del análisis matema- 
tico la cual tiene numerosas aplicaciones tanto en el mismo análisis 
como en las disciplinas contiguas, 
Fórmula de Taylor. 
Tora 5.11. (teorema de Taylor) *). Supongamos que la función 
Ha) tiene en el punto a y en cierto entorno suyo derivadas de orden 
7 + 1%), Sea x todo valor del argumento del entorno indicado, z + a. 


fintonces entre los puntos a y x habrá un punto E tal que sea válida la 
siguiente fórmula: 
10) =/(a)+ ali Laa... 
3 a 
pA aapt ERO aa, a 


O Demostración. Designemos con q (z, a) el polinomio respec 
to a zde orden » en el segundo miembro de la fórmula (1), es decir, 
pongamos 


IA CT PO O 


lz, do a+ —a) 


(Se Hama AE, de Taylor de orden n para la función f (2).) 
Luego, designemos con Ay +, (2) la diferencia 
Rasi (2) = f (2) — q (a, a). 
El teorema quedará demostrado si determinemos que 


A G) ne zz 
Ram O FE, a ESA 
Fijemos todo valor de z del 
ponemos «> 
mento a 1 a y com 
anxiliar 


cado. Para precisar, su 
ble que varía sobro el seg- 
deremos sobre el segmento la, xi 14 función 


A p- EL, a) 


La Función F (1) satisface sobre la, x} todas las hipótesis del teo- 
rema «de Rolle: 1) de la fórmula (2) y de las condiciones impuestas a 
la función f (x) se deduce que F (t) es continua y derivable sobre 


la, zl. ya que f (t) y sus derivadas hasta el orden n son continuas y de- 
rivables sobre la, zh 


1) Brook Taylor (1685 — 1731), matemátic 
2) Be aquí se desprende que la misma función f (+) y 
orden a son continuas y derivables en este entorno. 


us derivadas hasta el 
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2) suponiendo en (2) £ æ, tenemos 
Ela) fir) — q (r. a) — Ha. (4) 
Er A K 


Suponiendo en (2) £ resulta 


E 


EEr) =P) — j (r—z)— 


ar 
pu w (eya tear 


Por lo tanto, la condición de £ (a) © F (2) queda cumplida 
En virtud del teorema de Rolle dentro del segmento la. e] existe 
mn punto E tal que 


FE 0 153) 


E" (0). Derivando la igualdad (2) respecto a 


salenlemos la deriva 
1, tenemos 


pw ros LL 


DTO) 


(n 


SN 


n el segundo miembro 
e eliminan reciproca- 


No es dificil notar que todos los térm 
de la igualdad. a excepción de dos ú 
mente, De esta manera, 


e poe) ” (a) la 0 Hp (2) 
F’ (t) = T. aE i e A a i (4) 
Suponiendo en (4) £  Ẹ y utilizando la igualdad (3), obtenemos 
7 LEDS (go ED Ray (2) 
O] È a" T o 
De donde 
emg) m 
| 


La fórmula (1) se llama fórmula de Taylor y la expresión para 
Rasa (2), término residual en la fórmula de Lagrange. Éste puede ser 
escrito en otra forma. Puesto que el punto E € (a. 2), habrá también 
tal número 0 del intervalo (0<0<1quez a + 9 (z — a) y el 
término residual toma la form 


rt) E ay, 


0<0<1. 
Esta fórma del término residual es la más usada en las aplicaciones 
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2. Otra notación de la fórmula de Taylor y del término residual. 
La fórmula de Taylor (1) se escribe frecuentemente de otra manera. 


Pongamos on (1) a = zo 7 —a — Az,z > xo + Ar. Entonces obte- 
nemos 


[+ Ar) — I (ao) = LED 124 LE Aney 


MEE as zo 


e qe (ze + DAD) 
OS 
0<0<1. (5) 


(Aru, 


Para n U de (5) se obtiene la fórmula de Lagrange 
I (xo + At) — f (20) = f (zo + 042) Az. 
Mostremos que si la función [0*D (z) está acotada en el entorno 


del punto a, el término residual /?, +, (2) es infinitésimo de un orden 
superior que (z — a)" cuando 7 a: 


Ranta) iy LO E 
tr — a)" 


mogi a O 


Y a EM 


lím (r—a) 0, 


ya que la función [0*D (E) está acotada y (xa) 0 cuando 
r- a. Asi pues, 


Rasi (£) =o I(z—a)"] para 2 a. 6) 


La fórmula (6) se lama término residual en la forma de Peano UN 


. Fórmula de Maclaurin. Suele llamarse fórmula de Maclaurin *) 
a de Taylor (1) cuando a ~ O: 


10 a O a Rupa (2). 


El término residual se escribe: 

mn 
1) en la forma de Lagrange Rays (2) = E a, 00h: 
2) en la forma de Peano R, +, (2) — o (2%). 
4. Desarrollo de algunas funciones elementales según la fórmula 
Maclaurin. 


1) f @) =. Puesto que 


di 


B 


f (2)= f tz) 
1 (0) =f"(0) 


100 (2) 


$00 (0) 


1) Giuseppe Peano (1858 — 1932), matemático italiano, 
» G Maclaurin (1698 — 1746), matemático escocés. 
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la fórmula de Maclaurin se escribe así: 


Cl A ot. 7 


2) f(z) senz. Puesto que 


10 (x)= sen (an) A 


0 para n par 
1090) => sin (m7) = n-i 
(—1) * para n impar, 
la fórmula de Maclaurin se escribe así: 
RENEE E E eE -1 
e i r H D o). (8) 


3) / (2) cos z. Puesto que 
$0 (x)= cos (rn), 


( o para n impar, 
(—1)"2 para n par, 
la fórmula de Maclaurin se escribe así: 


J09:(0) + cos (n -+) 


co 1 E LE 0 


En la fórmula (8) hemos escrito el término residual en la forma 
o (a%%) y no en la forma o (2"=1), ya que el término que va en pos del 
último es igual a cero (lo mismo se refiere a la fórmula (9). 
) f(r) = (1 > 2)%, donde a es un número real. Puesto que 
{™ (z) =a(a—4) ... (a—n+ 1) (142)”, 
F0(0)=a (04) ... (a—n+1), 
la fórmula de Maclaurin tiene el aspecto 


Agata 2D t., 


y LA E g RG, 


nI 


donde el término residual en la forma de Lagrange es igual a 


A Sy. em (1407040 gres, 
0<0<1. 


el caso particular, cuando 4 = n es un número natural, ¡“+0 (x) 
= 0, por lo tanto, Rn +, (x) = O y hemos obtenide Ja conocida fór- 
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mula del binomio de Newton 
(ERRES 20-1 h.. pa (10) 


Si es necesario obtener el de mio (a + z)", 
sacar a" fuera del paréntesis y hacer uso de la fórmula (10). En este: 
caso obtenemos 

(a+ a)" € +2) 


A O 


Por lo tanto. el caso general de binomio de Newton es un caso parti- 
cular de Ja fórmula de Maclanrin. 

Los desarrollos anteriormente citados muestran que con ayuda de- 
la fórmula de Maclaurin las funciones pueden reemplazarse, con cier- 
to grado de precisión, por los polinomios que son las funciones ele- 
mentales más simples. Con los polinomios es cómodo cumplir las 
operaciones aritméticas, derivarlos; el polinomio es continuo en todo: 
punto, ete, Las fórmulas de Taylor y de Maclaurin permiten sustituir 
aproximadamente por los polinomios también funciones más com- 
plicadas, Además, estas fórmulas tienen un amplio círculo de aplica- 
ciones. Nos limitaremos a considerar dos de ellas. 

5. Utilización de la fórmula de Maclaurin para calcular los li- 
mites. La fórmula de Taylor es un medio eficaz para calcular los 
límites de las funciones los cuales necesita examinar con frecuen 
cia al investigar las funcio 

Examinemos los ejemplos. 


a 


O de Hallar lim ELE. 


n= 2 tenemos 


lim — 
x-0 


2. Hallar lim la 
obtenemos 
. o a 
Eregi 
ar SEFE) 
z E E EE 
= lim E lim EA Eo A 
-0 o (z*) 1+0 12” 


0 1+ 
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nemos 


6. Cálculo del número e. En el subp. 2 del $3, cap. 3 hemos in- 
troducido el número e como límite de la sucesión (1 | 1/n)") y he- 
mos obtenido para o una estimación muy aproximada de la forma 
20 3 

Mostremos cómo el número e se calcula con toda precisión nece- 
saria. Para esto escribamos la fórmula (7) con el término residual en 
la forma de Lagrange 


ev 


+ pp 0<0<1. (11) 


Ct 


Si la función e* se reemplaza por su polinomio de Taylor de grado 
n, obtenemos la igualdad aproximada 


mittit a2) 


cuyo error absoluto 
RB = pep, 0<0<A 
(Anal = pp 11, 001. 

Si se considera la función o* para —1< z< 1, entonces 


1691 eo: 3 y 
<<: as) 


Suponiendo en (12) z = 1, obtenemos el valor aproximado del nú- 
mero 


ext+i+a+ 5% 


En este caso el valor absoluto es menor que Tr Si se necesita cal- 


cular el valor de e con exactitud hasta 0,001, el número » se determi- 
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na de la Siaili 
+ FM <0,001 o bien (n +1)! > 3000 
que se cumple para n=6. Por consiguiente, 
bes di A 1 
ela tg t + p=2,118 


con precisión hasta 0,001. 
Por lo tanto, la utilización de la fórmula de Maclaurin ofrece la 
posibilidad de calcular el número e con toda exactitud. 


PREGUNTAS DE AUTOCONTROL 


Enúnciese el teorema de Taylor. 
z ué se llama polinomio de Taylor de grado n para la Diea Le 
Stogas al tamino residual do la fotas de Boano de la d 
4. ¿Qué se llama fórmula de Maclaurin para la función f (r)? Era T 
términos residuales de esta fórmula en las formas de Lagrange y de Peano. 
¡Por qué no se puede lamar polinomio de grado n -+ 1 al segundo miem- 
bro de Ía fórmula de Taylor (1)? 
6. ¿En qué caso se anula el térmi 
Citese un ojempl lo. 
hipótesis falta en el e 
el término residual en la forma de 


residual en la fórmula de Taylor? 


nciado del teorema de Taylor para deducir 
cano? Enúnciese esta hipótesis. 


$ 15. Investigación del comportamiento 
de las funciones y construcción de las gráficas 


1. Criterio de monotonía de una función. 

Teorema 5.12. Si una función f (2) es derivable en el intervalo 
(a, b) y f’ (1) >0. (f (1) < 0) en (a, b), la función f (x) no decrece (no 
crece) en (a, b). 

O Demostración. Para precisar, consideremos el caso f' (2)> 
> 0. Sean z, y za dos puntos arbitrarios de (a, b) y x, < zs; entonces 
sobre el segmento [z,, z3] se cumplen todas las hipótesis del teorema 
de Lagrange según el cual tenemos 


1) — F (r1) = F (0) (Ee — 2), 0 Elan za) 


Conforme a la suposición /'(c)>0, z,—z,>0, por eso 
Í (22) — f (2,)> 00 bien f (22) > f (21), o sea la función f (z) no de- 
crece sobre (a, b) 
Para el caso de f’ (z) < 0 la demostración es análoga. W 
Observación. Del mismo modo se puede demostrar que si 
f (2) > 0 (< 0) en (a, b). entonces f (x) crece (decrece) en (a, b). 
O Ejemplo 1. Determinar los intervalos en sentido lato en los 
cuales la función f (z) = a? — 12x + 11 crece y decrece. 
Resolución. El dominio de definición de la función es toda la 


18785 
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Encontramos la derivada de la función j’ (z) = 

la desigualdad 32% —12>0 o bien ° >4 
oV > 2, es decir, | x | >2 (sea z > 2, sea z < —2), se deduce 
que la función dada crece en los intervalos (—00, —2) y (2, +00) 
y de la desigualdad 3% — 12 < 0, o 1° < 4, o bien V37 < 2, es 
decir, | z | < 2 (—2 < x < 2), se deduce que la función dada decrece 


recta 


sobre el intervalo (—2, 2). 0 
Ejercicios. Determinar los intervalos en sentido lato en los enales 
crecen y decrecen las siguientes funciones: 1. f (z) = 32° — 2x. 


(Resp. Crece sobre el intervalo (1/3, +00) y decrece sobre el in- 

tervalo (—oo, 1/3).) 2. f (2) -= 2 — 3x -+ 4. (Resp. Crece sobre 

{—œ, —1) y'en (1. -+o0), decrece en (—1. 1).) 

2. Determinación de los puntos del extremo local de una función. 

Definición. Æl punto zp se llama punto del máximo (mínimo) 
local estricto de la función f (x) si para todos los valores de x de cierto 


$-entorno del punto xo se cumple la desigualdad f (2) < 1 (20) (f (a) > 
> / (20) para x + ro (fig. 149). 

El máximo local (máx) y el 
nombre común de extremo local. 

De la definición se deduce que el concepto de extremo lleva el 
carácter local que se entiende así que en el caso del extremo la de- 
sigualdad f (2) < f (xo) (f (z) > f (20)) no está obligada a cumplirse 
para todos los valores de z en el dominio de definición de la función 
sino debe cumplirse sólo en cierto entorno del punto zp. Es evidente 
que la función puede tener varios máximos locales y varios mínimos 
locales, con la particularidad de que puede resultar que algún má- 
ximo local sea menor que cierto mínimo local. 

Teorema 5.13 (condición necesaria de un extremo local). Si 
la función f (x) tiene en el punto xy un extremo local y es derivable en 
este punto, entonces f' (zo) = 0. 

C Demostración. Puesto que en el punto xp la función f(x) 
tiene un extremo local, existe tal intervalo (zo — $, zo + 6) en el 
cual el valor f (xo) sea el máximo (mínimo) entre todos los otros valo- 
res de esta función. Entonces, conforme al teorema de Fermat, la 
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derivada de la función en el punto +, es igual a cero, o sea, f’ (29) = 
=0 m 

El teorema 5.13 tiene el siguiente significado geométrico. Si 
£, £, y Xa Son los puntos del extremo local y en los puntos correspon- 
dientes de la gráfica existen tangentes, estas tangentes son paralelas 
al eje Oz (fig. 150). 

A veces tales puntos se llaman estacionarios; los llamaremos pun- 
tos de extremo posible. Si el punto zp es punto de extremo posible, o 
sea f’ (29) = 0, él puede también no ser punto de máximo (mínimo) 
local. Por ejemplo, si f (z) — 2%, entonces /' (z) = 3z? = 0 para 
{x = 0, pero, no obstante, en el punto z = 0 no hay un extremo loca] 


Fig. 150 Fig. 151 


(fig. 151), Precisamente por eso los hemos nombrado puntos de extre- 
mo posible y la condición def’ (xp) = O es sólo necesaria. Vamos a de- 
terminar la condición suficiente de existencia del extremo local. 

Teorema 5.14 (condición suficiente de un extremo local). Su- 
pongamos que la función f (zx) es derivable en cierto $-entorno del punto 
Zo. Entonces, si f' (x) >0 (f' (z) < 0) para todos los valores de x de 
(Zo — 8, zo) y F (£) < © (f (2) >0) para todos los valores de x de (£o, 
Zo + 6), entonces en el punto xo la función f (x) tiene un máximo (mé 
nimo) local; en cambio, si f “(x) tiene en todo el 8-entorno del punto xp 
el mismo signo, en el punto xy no hay un extremo local. 

Con otras palabras, si al pasar por el punto zp J’ (z) cambia su 
signo de + — a, xy es punto de máximo local, si en el punto xp 
f' (x) cambia su signo de — a -+, zp es punto de mínimo local; en 
cambio, sien el punto xy el signo de f’ (2) queda sin variar, en el pun- 
to zp no existe un extremo. 

O Demostración. Supongamos que al pasar por el punto zp 
f' (z) cambia su signo de ++ a — y sea z € (ze — ô, zo). Apliquemos 
la fórmula de Lagrange a la función f (z) en el segmento [z, zol. 
Resulta 


f (To) — F (2) = f’ lc) (fo — z), c€ lz, zo). 


13. 
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Puesto que f’ (£) >0 sobre (zo — Ô. zo). entonces f' (c) >0 y, 
además, xy — r >Ü, por lo tanto, 


Í (zo) — Í (1) >0 o bien f (zo) > f (2). (1) 


Consideremos ahora el intervalo a la derecha del punto zp, o sea, 
x € (To, zo + 5). Apliquemos la fórmula de Lagrange a la función 
f (2) sobre el segmento Ío, xl. Obtenemos 


$ (æ) — f (zo) = f (c) (a — xo), e € (o, 2). 


Puesto que / (e) <0 sobre (zo, 20 + 8). entonces /' (e) <0 y, 
además, z — zp > 0, por lo tanto, 


Fe) — f (xo) < 0 o bien f (20) > f (x). (2) 


De las desigualdades (1) y (2) se deduce que en el entorno dado 
del punto r, se cumple la desigualdad f (z) < f (zo) para z + to 


Signo de fds +++ ‘| Ese 
o| 


y esto quiere decir que en el punto zy la función f (x) tiene un máximo 
local. 

Análogamente se considera el caso de cumbio del signo de f’ (x) 
de —a +. 

Nos queda considerar el caso cuando f’ (x) no cambia su signo. 

Sea f'(x) >O en cierto entorno (ro — Ó, To + 5), entonces, 
conforme al teorema 5.12 (de acuerdo con el criterio de monotonía), 
la función f (z) no decrece en (zo — Ó, To + 5), o sea, para todos 
valores de z< zp se cumple la desigualdad f (x) < f (zo) y para to- 
dos valores de => zo se cumple la desigualdad f (z) > f (%0). 
Esto quiere decir que el punto xy no es punto de extremo local, o sea, 
al pasar por éste en el caso dado no se conserva el signo de dife- 
rencia f (z) — f (zp) en el entorno de este punto. W 

Observación. El teorema 5.14 queda válido si en el mismo punto 
Zo la función f (z) no es derivable sino sólo continua. De ejemplo de 
tal función sirve f (z) = | z | la cual en el punto z = 0 es continua, pe- 
ro no derivable. 

O A título de ejemplo consideremos la cuestión de la determina- 
ción de Jos puntos de extremo local de la función f (z) = 2% — 3z. 
Encontramos la derivada: f' (z) = 31* — 3 = 3 (1? — 1). Resol- 
viendo la ecuación 3 (z? — 1) = 0, obtenemos dos puntos de extre- 
mo posible: z, = —1 y 72 = 1. Es cómodo realizar la investigación 
ulterior haciendo un dibujo auxiliar (fig. 152). Marcando en el di- 
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bujo los puntos xz, = —I y x= Í e investigando el signo de 
$" (x) en el entorno de estos puntos, obtenemos que en el punto z, = 
= — 1 f (x) Liene un máximo local y en el punto x, — 1, un mínimo 
local. Nos queda hallar Ymáx € Ymm- Tenemos Ymáx = (1) = 
Ymm = f (1) = — 2. 
E ig. 152 se ven también los intervalos de monotonía de 
—1) (1, D y (1, +œ), con la particularidad de 
que en los intervalos primero y tercero la función crece y en el se- 
gundo decrece. Y 
3. Problemas del máximo y del mínimo. Los problemas en que se 
Jar para qué valores del argumento cierta función toma 
áximo (mínimo) desempeñan gran papel en la matemática 
y sus aplicaciones. Desde el punto de vista matemático los proble- 


mas más sencillos son tales en los que la función es representada por 


Signo de 1) Signo de f(x) —- 


Fig. 15 


una fórmula y es en este caso derivable. Entonces para investigar 
las propiedades de la función, determinar los trozos de su crecimiento 
y decrecimiento y encontrar los puntos de local extremo la derivada 
tiene importancia esencial. 

O Ejemplo 2. llallar los máximos y mínimos de las funciones 
siguientes: 1)/ (0) = ¿=== 2) f (2) = 3a* — 4a? — 124% + 2 
3) 1 (2) = (œ — 29. 

Resolución. 1) El dominio de definición de la función dada es 
toda Ja recta numérica, ya que 2? — x 4 330 para cada e. En- 

42 r 1 
(23 
3 (21 — 1) = 0, obtenemos el punto de extremo posible e - 1/2; 
Investigado el signo de f’ (r) en el dibujo auxiliar (fig. 153) en el 
entorno del punto x 1/2, resulta que en este punto la función dada 
tiene un mínimo local y / (1/2) = —1/11, el valor mínimo de la 
función. 

2) El dominio de definición de función dada es toda la recla 
ca. Encontramos la derivada: j’ (x) 124% — 127° — 24r. 
Resolviendo la ecuación 12r (1% —  — 2) — U, obtenemos tres pun- 
tos de extremo posible: z, = —L, z, =0, £a 2. Investigado el 
signo de f’ (2) (fig. 154) en el entorno de estos puntos, resulta que 

2 puntos de mínimo local, f (—1) = —3 


EN —i y z= 2 son lo 
v f (2) = —30 son los valores mínimos de la función, -Vesel 


Resolviendo la ecuación 


contramos la derivada: f (+) 
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punto de máximo local y f (0) - 2, el valor máximo de la función en 

este punto. 
El dominio de definición de la función dada es toda la recta 
- Encontramos la derivada: f’ (z) = 5 (x — 2)%. La deriva- 
en el único punto £ -> 2. Puesto que f’ (z) es positiva 
tanto a la izquierda de este punto como a su derecha, o sea al pa- 
sar por el punto x =2 no cambia 


de signo, la función dada no tiene 

Signo de SR) puntos de extremo, 
O Wr Ejemplo 3 (problema de la «me- 
jor» lata de conservas). Hallar la 
- 156 mejor variante de fabricación de una 
lata de conservas de volumen fijo V 
que tiene la forma de cilindro circular recto y la superficie míni- 
ma $ (para su fabricación debe utilizarse la cantidad mínima de 
hojalata). 
Resolu: 
y para el 


n, Escribamos las fórmulas para el volumen de la lata 
rea de su superf 


v aR*-h, 21H* + 2a Rh. 


lata Ak por el radio h = V/(naR* susti- 
a en la fórmula para la superficie, obte- 


Expresando Ja altura de 
tuyendo la expresión obten 
nemos 


S (R -- nR, 0< Rew. 
R 


Así pues, el problema de la «mejor» lata de conservas se reduce a la 
determinación de tal valor de Æ con el cual alcanza su valor m 
la función S (R). Calenlemos la derivada de la función S (R): 


Y 21 
S'(R)=4aR— 


Resolviendo la ecuación ¿7 (21% — V)=0, obtenemos el punto 


de extremo posible R=*/V/(Zx). Investiguemos el signo de la 
derivada en el entorno de este punto (fig. 155). Para 0< R< 
<V VI@n) la derivada es negativa y la función S(R) decrece, 
para Y VQ) < R< +00 la derivada es positiva y la función 
S (R) crece. Por consiguiente, R= Y V/(2x) es el punto de mínimo 
local¡y S(Y V/[(2n)) =3 Y 2xV? es el valor mínimo de la función 
en este punto. 

Así pues, el radio de la lata y su altura, mejores desde el punto de 
vista de la condición deJmínimo de S (X), se determinan por las fór- 
mulas R = Y Via), h = 2R, o sea, la altura de la «mejor» lata 
es igual a su diámetro. 


¡ento de las funciones 219 


$ 15. Investigación del comporta! 


Se puede ampliar el problema planteado. Por ejemplo, considerar 
otra variante: hallar la mejor forma de una lata de conservas de vo- 
lumen fijo V que tenga la longitud mínima de todas sus costuras | 
(es necesario minimizar el trabajo de soldadura de las costuras). Re- 
suelva este problema por sí mismo. Notemos que la longitud de las 
costuras se expresa por la fórmula 1 = 4R + h y el radio de la la- 
ta y su altura, siempre que éste tenga la longitud mínima de sus cos- 
turas, se determinan por las fórmulas: R = V V/Qa0), h = 21.0 

4. Sentido de convexidad y puntos de inflexión de la gráfica de 
una función. Supongamos que la función y — f (z) es derivable sobre 


Y y 
Hacia abaj | 
1 Hacia arriba 
i H t 1) 
| i | i 
oa bk oa Di 
Fig. 156 


el intervalo (a. b). Entonces existe la tangente a la gráfica de la fun- 
ción y = f (2) en todo punto M (2; f (2) de esta gráfica (a < r < 
< b). con la particularidad de que la tangente no es paralela al eje 
Oy, puesto que su coeficiente angular, igual a f’ (x), es finito. 

Definición 1. Diremos que la gráfica de la función y — f (1) 
tiene sobre (a, b) una convexidad orientada hacia abajo (hacia arriba) 
si esto gráfica está dispuesta no inferior (no superior) a toda tangente a 
la gráfica de la función sobre (a. b) (Sig. 156). 

De la definición se deduce que en el trozo de convexidad las tan- 
gentes a la gráfica de la fun ersecan con la misma gráfica 
y tienen con éste sólo puntos de tangencia. 

Teorema 5.15. Si la función y = f (x) tiene sobre el intervalo (a, 
b) la derivada segunda y f” (1) > (f" (2) < 0) en todos los puntos de 
(a, b), la gráfica de la función y = f (a) tiene en (a, b) una concezidad 
orientada hacia abajo (hacia arriba) 

O Demostración. Para pi 


ar, consideremos el caso de 


J" (20 sobre (a. b). Designemos con c un punto arbitrario de 
(a, b) (fig. 157). Se necesita demostrar que la gráfica de la función 
y = f (æ) está no inferiormente que la tangente que pasa por el pun- 


to A (e. fte). 
Escribamos la ecuación de esta tangente, designando la ordenada 
corriente de sus puntos con Y: Y — f (e) - /(c) (4 — c) o bien 


Y =H0+P() (0). B) 
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Desarrollemos la función y = f (x) en el entorno del punto e se- 
gún Ja fórmula de Taylor para n — 1. Resulta 
== 1040 a—o+ E8 (ac), EE 2). (4) 
Puesto, según la suposición, j (z) tiene /” (x) sobre (a, b), entonces, 
conforme al teorema de Taylor, la fórmula (4) es válida para cada z 
de (a, b). Sustrayendo la igualdad (3) de la (4), tenemos 


yr =L (ao. 6) 
Puesto que, según la hipótesis, /” (x)= 0 sobre (a, b), el segundo 


miembro de Ja igualdad (5) no es negativo, o sea, y — Y >> O para 
todos los valores de z de (a, b) o bien y> Y. La última desigualdad 


Fig. 157 


demuestra precisamente que la gráfica de la función y = / (x) está, 
per doquier dentro de los límites de (a, b) no inferior que la tangente 
). 

Análogamente se demuestra el teorema para el caso f” (x) < 0. 

Definición 2. Æl punto M (xo; f (xo)) se llama punto de inflexión 
de la gráfica de una función y = f (zx) si en el punto M la gráfica tiene 
una tangente y existe tal entorno del punto xy dentro de los límites del 
cual la gráfica de la función y = f (2), tiene, a la izquierda del punto 
Zo y a su derecha, los sentidos opuestos de convezidad. 

Es evidente que en el punto de inflexión la tangente corta la grá- 
fica de la función, ya que por un lado de este punto el gráfico se ha- 
lla debajo de la tangente y por otro, por encima de ésta, o sea, en el 
entorno del punto de inflexión la gráfica de la función pasa geomé- 
tricamente de un lado de la tangente a su otro lado y «se dobla» en 
ella (fig. 158). 

Teorema 5.16 (condición necesaria del punto de inflexión). Su- 
Pongamos que la gráfica de la función y = f (z) tiene la inflexión en el 
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punto M (zo; f (x0)) y la función f (z) tiene en el punto xo la segunda 
derivada continua. Entonces f” (2) se anula en el punto zo, 0 sea, 
f" (29) = 0. 

O Demostración. Supongamos lo inverso, o sea, admitamos que 
$" (£o) # 0. Entonces, en virtud de la continuidad de la derivada se- 
gunda, conforme al teorema 4.9 sobre la estabilidad del signo de una 
función continua, existe cierto entorno del punto zọ en el cual 
1" (2) < 0 (f" (2) > 0) y, por lo tanto, según el teorema 5.15, la 


yx 


Fig. 159 Fig. 160 


gráfica de la función y = f (x) tiene un sentido determinado de con- 
vexidad en este entorno. Pero esto contradice la existencia de la 
inflexión en el punto M (zo; f (20))- La contradicción obtenida demues- 
tra el teorema. W 

ahe notar que no todo 
0, es punto de inflexió 


into M (ros f (20), para el cual /” (29) 
or ejemplo, la gráfica de la función 
J (x) = «% no tiene una infle: a el punto (0; 0), aunque f” (x) = 
= 12x? — 0 para x = O (fig. 159). Por esta razón el hecho de que la 
segunda derivada vale cero es sólo la condición necesaria de inflexió 
Llamaremos críticos los puntos M (xo; f (xo)) de la gráfica para los 
cuales /” (29) = 0. Es preciso investigar adicionalmente la cuestión 
sobre la existencia de la inflexión en cada punto crítico para lo cual 
conviene determinar la condición suficiente de inflexión. 
Teorema 5.17 (condición suficiente del punto de inflexión). 
Supongamos que la función j (x) tiene la segunda derivada en cierto en- 
torno del punto xo. En este caso si dentro de los limites del entorno indi- 
cado j" (x) tiene signos opuestos a la izquierda del punto xo y a su dere- 
cha, la gráfica y — f (x) tiene una inflerión en el punto M (£o 
1(0)- 
O Demostración. Del hecho de que f” (x) tiene signos contrarios 
a la izquierda del punto zo y a su derecha, apoyándonos en el teore- 
ma 5.15 concluimos que el sentido de convexidad de la gráfica de la 
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función es opuesto a la izquierda del punto xp y a su derecha. Esto 
i samente la existencia de la inflexión en el punto 


ùl teorema queda cierto si f (x) tiene la segunda 
derivada en cierto entorno del ió i: 
to zo, y existe la tangente a la gráfica de la función en el punto M. 
En este caso si dentro de los límites del entorno indicado f” (z) 
tiene signos contrarios a | rda del punto xp y a su derecha, la 
gráfica de la función y = /(x) tiene una inflexión en el punto M (zo 
Í (co). La demostración de este hecho es análoga a la del teorema. 

O Examinemos un ejemplo: f (z) = 21%. Esta función tiene en 
el punto z = O una derivada infinita y la tangente a la gráfica de la 


srerrssr X 


Fig. 161 


función en el punto O (0; 0) coincide con el eje Oy. En el punto z = 
= 0 la segunda derivada no existe. No obstante, la gráfica de la fun- 
ción y = 21% tiene una inflexión en el punto O (0; 0), ya que la se- 
gunda derivada /“(x) = -$z tiene a la izquierda del punto 
z = 0 y a su derecha signos opuestos ( 

Así pues, la cuestión sobre el senti: 
de inflexión de la gráfica de una función se i 
la segunda derivada. 

O A título de ejemplo vamos a continuar examinando la función 
1 (z) = a” — 3x (véase el subp. 2). Marcaremos el signo de la deri- 
vada segunda en un dibujo auxiliar (véase la fig. 152). Encontramos la 
derivada segunda /” (z) = 6z. De la ecuación 6z = 0 obtenemos un 
punto crítico: O (0; 0). Marcando el punto z = 0 en otro dibujo auxi- 
liar (fig. 161) e investigando el signo de f” (z) en el entorno de este 
punto, obtenemos: a la izquierda del punto z = 0 la derivada f” (x) < 
< 0 (la gráfica está orientada con convexidad hacia arriba) y a su 
derecha f” (x) > 0 (el gráfico está orientado con convexidad hacia 
abajo), o sea, el punto O (0, 0) es punto de inflexión del gráfico de 
la función en cuestión. Este gráfico está representado esquemática- 
mente en la fig. 162. 0 


Vamos a demostrar ahora que la parte de la elipse (+-+ 


ad y los puntos 
vestiga con ayuda de 


+= 1) situada en el semiplano superior (y>0) tiene sobre 
el intervalo (—a, a) una convexidad orientada hacia arriba. En 
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electo, de la ecuación de la elipse obtenemos y=2 V F=2, 
Luego encontramos 
ba 


F 


De la expresión para la derivada segunda se desprende que esta deri- 
vada es negativa sobre el intervalo (—a, a). Por lo tanto, la curva 
dada sobre todo el intervalo (—a, a) está orientada con la convexidad 
hacia arriba (véase la fig. 55). 

Análogamente, se puede mostrar que la parte de la hipérbola 
(E-4e=1)» situada en el semiplano superior sobre los 
intervalos (a, +00) y (—oo, —a) tiene la convexidad orientada 
hacia arriba (proponemos que el lector haga esto por sí mismo). 

5. Asíntotas de la gráfica de una función. Al investigar el compor- 
tamiento de una función en el infinito, o sea, cuando 7 — +00 y 


Fig. 162 Fig. 163 


cuando z — —oo o en la proximidad de los puntos de discontinui- 
dad de segunda especie resulta frecuentemente que el gráfico de la 
función se aproxima tan cerca como se quiera a una u otra recta. 
Tales rectas se llaman asíntotas 1). 

Existen tres tipos de asíntotas: verticales, horizontales y oblicuas. 

Detinición 1. La recta z — xy se llama asintota vertical de la grå- 
fica de la función y — f (x) si al menos uno de los calores límites 
lím f (2) 0 lím f (x) es igual a + œ 0 a — o. 
zp žaro- 

Por ejemplo, el gráfico de la función y = f (z) = 1/z (fig. 163) 
tiene la asíntota vertical r = 0, ya que f (z) — +00 para z — 0 
y Í (e) — —00 para 1 0—. 


1) Con el concepto de asintota ya nos hemos 
analítica al considerar la hipérbola (véase el cap. 


trado en la geometria 
ibp. 2). 
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Definición 2. La recta y = A se llama asintota horizontal de la 
gráfica de la función y =f (z) para r > iœ (r — —00) si 
lím f (0) > A. 
(Ria) 

Por ejemplo. 
y = Us tiene la a 


gráfica de la función anteriormente examinada 

tota horizontal y O para :—> + œ y para 

z= =œ, ya que l/r=>0 para 

yr —o0. 

3. La recta y 

b DUO se llama asin- 

tota oblicua de la gráfica de la 

función y = f (1) para z—+o0 

(r -> —00) si la función f (2) 

puede ser representada en la forma 
f(a) = kr- b+ ala) (6) 


donde a (1)—> O cuando x—> 
00 (r — —00). 
claremos el significado geo- 
métrico de la asíntóta oblicua. 
Para precisar, consideremos el caso cuando > -loo (el caso 
1 > —oo se considera análogamente). 
Sea M (e; y) im punto de la gráfica de la función y=/()y 


kz -+ b es asintota oblicua de la grá- 


Fig. 164 


supongamos que la recta Y 


fica de la 


función para. +00. Designemos con y la ordenada co- 
rriente del punto sobre la asíntota y con N (x; y) el punto sobre la 
VAN | =1y — y | =1/ (2) — krt 
b) | = | æ (2) |— 0 cuando z- +œ. Bajemos del punto M 
la perpendicular MP a la asíntota. La distancia d entre el punto M 
y la asíntota es igual a | MP | = | MN | cos æ, donde a es el ángu- 
lo entre la asíntota y el eje Ox y, por consiguiente, 


síntota (fig. 164). Entone 


"Hor lo tanto, la distancia del punto M (z; y) de la gráfica de la 
función a la asíntota tiende a cero cuando z — — 00, o sea, la gráfi- 
ca de la función se aproxima indefinidamente a la asíntota para 
> +00. 

Analicemos el método de determinación de la asíntota oblicua, o 
sea, el método de determinación de los números k y ben la ecuación 
de la asíntota. Dividiendo la igualdad (6) por z y pasando al límite 
para x—» | oo, obtenemos 


lím 42 = Jím 


a+ nto 


+= | 
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ya que lím2=0 y lim 2€ 0. Así pues, 
xato T sto f 
i fíz) 
a de o 


Luego, de la relación (6) tenemos 


lím [f (z)—kz]= lím (b+a (2))=b. 
rte a+. 


De esta manera, 


b= lím [f (z)—kz]. (8) 
sto 


Hemos demostrado que si la recta y = kz + bes asíntota oblicua, 
los números k y b se hallan según las fórmulas (7) y (8). Inversamen- 
te, si ambos límites (7) y (8) existen, y k +0, la recta y = kz 4- b 
es la asíntota oblicua de la gráfica de la función y = f (z) cuando 
x— > œ, En efecto, suponiendo a (z) = f (z) — kr — b y utili- 
zando la igualdad (8), obtenemos que lím æ (z) — 0. Por consi- 


224% 

guiente, es válida la igualdad f(z) = kr + b+ a(z), donde 

lím æ (r) = 0, o sea, la recta Y = kr + b es la asintota oblicua 
+ 


de la gráfica de la función para z — +00. 

Terminando el análisis de la asíntota oblicua, enunciemos el re- 
sultado obtenido en forma de un teorema. 

Teorema 5.18. Para que la gráfica de la función y = f (4) tenga. 
cuando z- >o (2>—00). la asintota oblicua y = ke + b, 
es necesario y suficiente que eristan dos límites 


lim LE =p y lím [f (r1)—kr]=b. 
xo T x+ 
eta El 


Es conveniente buscar las asíntotas en el siguiente orden: 1) asín- 
totas verticales; 2) asíntotas horizontales; 3) asíntotas oblicuas. 
O Ejemplo 4. Hallar las asíntotas para la gráfica de la fun- 
PP 24223 
ción y ===. 

Resolución. 1) Encontramos las asíntotas verticales. El punto 
z= 0 es punto de discontinuidad de segunda especie de la función 
dada, con la particularidad de que y — -oo cuando z —0— e 

— —o cuando z— 0+. Por consiguiente, el eje de ordenadas 
es la asíntota vertical. 
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2) Encontramos las asíntotas horizontales: 


Apo 
dí HSA. 
Po 

E 
por lo tanto las a 


3) Encontramos las a: 


horizontales no existen. 
totas oblicuas 


I) 


Por consiguiente, la recta y = £ -+ 2 es asintota oblicua de la grá- 
de la dada tanto para 
z-» -+00 como para z— —00, 
La gráfica de la función está represen- 
tada esquemáticamente en la fig. 165, 
Ejemplo 5. Demostrar que la hipérbola 


s e A A 
Gh A tiene por sus asíntotas obli- 


+= 
Resolución. Puesto que y=:=w 


+ 2 VIA, entonces 


cuas las rectas 


ini b a > 
Por consiguiente, las rectas y = +2 z son asíntotas oblicuas de la 


hipérbola dada tanto para z-> +o como para z— — Goo. 
6. Esquema de investigación de la gráfica de una función. En 
el subpárrafo dado conoceremos el esquema aproximado según el 
cual es conveniente investigar el comportamiento de una función y 
construir su gráfica. Para ilustrar aducimos ejemplos. 
Es racional estudiar la función dada y construir su gráfica en el 


$ 15. Investigación del comportamiento de las funciones 287 


siguiente orden: 

1) hallar el dominio de definición de la función; 

2) hallar los puntos de intersección de la gráfica de la función con 
los ejes de coordenadas; 

3) hallar las asíntota: 

4) hallar los puntos de extremo posible; 

5) hallar los puntos críticos; 

6) con ayuda de un dibujo auxiliar investigar el signo de las deri- 
vadas primera y segunda. Determinar los trozos de crecimiento y de 
decrecimiento de la función, hallar el sentido de convexidad de la 
gráfica, los puntos de extremo y los de inflexi 

7) construir la gráfica, teniendo en cuenta la investigación reali- 
zada en los subp. 1) a 5). 

En este caso al iniciar la investigación es útil verificar si es par 
o impar la función dada para que durante la construcción se utilice 
la simetría de la gráfica respecto al eje de ordenadas o respecto al 
origen de coordenad 

O Ejemplo 6. S 
la gráfica de la función 


¡endo el esquema recién expuesto, construir 


#41 


Resolución. 1) El dominio de definición de la función es el con- 
junto de todos los números reales, salvo z = 1 (en este caso el deno- 
minador se anula). 

2) Puesto que la ecuación z* + I =U no tiene raíces reales, la 
gráfica de la función no tiene puntos de intersección con el eje Ox, 
pero corta el eje Oy en el punto (0; —1). 

3) Aclaremos la cuestión sobre la existencia de las asíntotas. In- 
vestiguemos el comportamiento de la función cerca del punto de dis- 
continuidad z — 1. Puesto que y — —co para z — 1 — e y — +o% 


para z— 1, la recta z = 1 esla asíntota vertical de la gráfica de 
la función. 
Siz=>-+0 (1->—00). y— +00 (y > — 00), por 


lo tanto Ja gráfica no tiene 
de la existencia de los lí 


k= lim L 
z 


eote 
b= lim [/(z)—kz]= 
x +00 x 
eto E 
A itz 
= ae e O 
Ela Elo 


se desprende que para z— +o y para z—> —>o la gráfica de la 
función tiene una asíntota oblicua y = z 
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4) Para hallar los puntos de extremo posible calculemos la pri- 
mera derivada de la función: 


0 (y 2 H A A 
A t 


Resolviendo la ecuación z° — 2r — 1 0, obtenemos dos pun- 


tos de extremo posible: z, = 1 — V 2 =1+Y2 
5) Para hallar los puntos críticos callados la derivada segunda: 


(y a E 2 (2) 4 
ra= pair =: 


Puesto que j7 (z) no se anula, no 


puntos críticos. 


y 
Signo de f (xj+ ++ ++- 
Signo de F -IV 


-ljr s+” 
i 


Fig. 166 


6) Vamos a construir un dibujo auxiliar e investigar el signo de las 
derivadas primera y segunda (fig. 166). Resulta que la función crece 
sobre (00, 1 —V 2), decrece 
sobre (1 — V Z,1 + Y 2) y vuel 
ve a crecer sobre +v 
+00). Los puntos de extremo: 
mázimo para z = 1 — V7, con la 
particularidad de que / (1 —/ 2) 
— 2V7; mínimo para z= 
= 1 + VŽ, con la particularidad 
de que /(14+ 12) = 2+2V 2. 
Sobre (— œœ, 1) la gráfica tiene 
una convexidad orientada hacia 
arriba y sobre (1, +00), una con- 

vexidad orientada hacia abajo. 
7) Según los datos obtenidos 
Pig. 467 construimos un esbozo del gráfico 

(tig. 167). 

Ejemplo 7. Construir el gráfico de la función / (2)= -E5 

Resolución. 1) El dominio de definición de la función es toda la 
recta numérica. 
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2) La gráfica de la función corta el eje Ox en los puntos en que 
(æ — 1)? = 0, o sea, en el punto que tiene por abscisa z = 1 y corta 
el eje Oy en el punto que tiene por ordenada y = 1. 

3) Puesto que la función es continua sobre toda la recta numérica, 
no hay asíntotas verticales. Luego, de la existencia del límite 


Ld m LE ti PH 
== OA 
5 Malta 0 
a 70 


se deduce que 
b= lím [f (2) —kx] = lím [f (2) —0-2] = lím -52 


1—2Yz+MUzt _ 1—0+0 


E P—2r+1 
=m TFI o mh 


zew Fi 


= lím 


o sea, no hay asíntotas obl 
zontal, 

4) Para hallar los puntos de extremo posible calculemos la deri- 
vada primera: 


y la recta y = 1 es la asíntota hori- 


220 (24D (2 19-2x 


ra= A 


Resolviendo la ecuac: 
tremo posible: z, 
5) Para hallar los puntos críticos calculemos la derivada segunda 
E aH r Ar Grt) 
GFI EF 
ndo la ecuación áz (3 — 2% 
=V 3, z, = 0, z, = 


Resolvi 
críticos: zy 


0, obtenemos tres puntos 


Signo de Fix) +++- V3- DA e 


y 
Signo de f(x) errors] : Jrssprrse 


Fig. 168 


6) Construimos un dibujo auxiliar (fig. 168) e investiguemos el 
signo de las derivadas primera y segunda. 

Resulta que sobre (—oo, —1) la función crece, sobre (—1, 1) 
decrece y sobre (1, +00) vuelve a crecer. Los puntos de extremo: al 
pasar por el punto z = —1 la derivada f’ (z) cambia el signo de más 
19-185 
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a menos y al pasar por el punto z — 1 lo cambia de menos a más, por 


lo tanto en el punto z = —1 es el máximo y en el punto z = 1 es 
con la particularidad 


2, JA) =0. En 
está orientada 
hacia abajo, en 
iba, en (0,73) 
Hœ) otra vez 
anto, los puntos 
V3 son las 
Fig. 169 abscisas de los puntos de inflexión, 
p con la particularidad de que / x 
(=V LV 3/2/00) EU 3) 
7) Conforme a los datos PTAA constri 
función (fig. 169). @ 


ica de la 


Ejercicios, Construir las gráficas de las siguientes funciones: 
+ A 


el mínimo, /(1) 
=0 es la asíntota 


(Resp. Para r= 1 
(—1) 

asintota oblicua.) 
(Hesp. Para z0 es el máximo, /(0)=0; 
mo, f (4)=8; r=2 es la asintota verti- 
asíntota obl 


16) 
para x es el m: 
vertical, y= £ es 

2. J) 
para r=4 es el m 
cal, y =x 


3. J) pn . Para r= —3 es el 
mo, #(—3) ; es el máximo, f(1)= 
par nimo, /(2) x= 9/7 es la 


;2=0 es la 


abscisa del punto de inflex 
asíntota vertical, y E 


asintota oblicua; 


(5.0) es el punto de intersección del gráfico con el eje O.) 


Inz 


a gráfica de la función f(x) = 


O Ejemplo 8. Construir 
está definida para z >Ù, o sea, en el 


Resolución. 1) La funci 
intervalo 0 < z +00. 

2) La gráfica de la fun 
ln z = 0, o sea, en el punto que tiene por abs 
intersecciones con el eje Oy, ya que la función es 
z>0 

3) Como asíntota vertical sirve la recta 70, ya que lím m- 


n corta el eje Oz en el punto en que 
r 1 y no tiene 
á definida para 


5256 (dentubilien onto; Pur E E ida 
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totas: 


Tenemos una indeterminación de la forma >. Empleando la`regla 
de L'Hospital, obtenemos 


b= líml/(2)—kx]= 


0 


Inx 
= lím 


(aquí también hemos utilizado 1 la de LHospital). 

Por lo tanto, de b Uos no hay asíntolas oblicuas; la 
recta y =Ò es la asintota hori- 
zontal. 

4) P; 

X extremo po: 

mera de 


encontrar los puntos de 
ible caleulemos la pri- 
d. 


Fig. 170 Py In 


Resolviendo la ecua 
extremo posible: ze. 

5) Para encontrar los puntos € 
da: 


f (2) 


Resolviendo la ecuación 2 ln x— 


tenemos un punto c 
) En un dibujo auxiliar (fig. 
vadas primera y segunda. 


Resnlta que sobre (0, e) la derivada f’ (1) 
n crece; sobre (e, +00) la der 
<0, la función 


70) investiguemos el signo de las 


der 
— Int 10 


=1>0, por lo tanto, 

vada f' (02) 1 In € A 

decrece. Los puntos de extr 

derivada /' (z) camb. 

el punto z=e es el más 
2. En (0,0%) la 


y 


por el punto z=0 la 
a menos, por lo tanto, en 
. con la particularidad de que f (e) 


segunda f” ( 


19. 
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la gráfica tiene una convexidad orientada hacia 
2Ine*—3 1 
2 >0, 
la gráfica tiene otra convexidad orien- 
tada hacia abajo, por lo tanto, el 
punto e? es la abscisa del punto 
de inflexión, con la particularidad de 


que (092) = 


arriba y en (e%?, +00) la derivada f”(e%)= 


yr > ASÍ pues, el punto 


Jes el punto de inflexión de 


"O > 
(9% e 
la gráfica de la función. 

7) A base de los datos obtenidos, 
construimos la gráfica de la función 
Fig. 171 (fig. 171.0 


Ejercicios. Construir las gráficas de las mientes funciones: 
1. f(z)=zlnz. (Resp. Para z—1/e es el mínimo, f (1/e) = 
- 4/05 (1; 0) es el punto de intersección de la gráfica con 
el eje Oz; lim f(2)=0.) 
o 


2. f(x) 2—Ínz. (Resp. Para 2=1 es el mínimo, f(1)= 
x=0 es la asíntota vertical.) 
3. f(2) LEE. (Resp. Para x=1 es el máximo, / (1)= 
x=0 es la asíntota vertical, y=0 es la asíntota horizontal; 
(612; 3/2e1/2) es el punto de inflexión, (1/e; 0) es el punto de 
intersección de la gráfica con el eje Or.) 


O Ejemplo 9. Constr 

Resolución. 1) El domi 
recta numérica. 

Das La gráfica de la función corta los ejes de coordenadas en el pun- 
to O (0; 0) 

3) Puesto que la función es continua sobre toda la recta numérica, 
no hay asíntotas verticales. Al buscar las asíntotas oblicuas es nece- 
sario considerar por separado los casos 7 > —00, y 2—» -+oo, tene- 
mos 


la gráfica de la función f(x) = 2%". 
lo de definición de la función es toda la 


(domuéstrese esto por sí mismo). 
Por consiguiente, para z > --oo no hay una asíntota oblicua, 
y puesto que también lím /(2)= lím 7% == +o, tampoco exis- 
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te una asíntota horizontal. Luego tenemos 


k= lim = ii 


xesto T ps 


b= lím [/(2)—0-2]= lím z= lim Z= 
xmo paret perea 


(aquí hemos utilizado la regla de L'Hospital); por lo tanto, para 
z- +00 no hay una asíntota oblicua, la recta y = 0 es la asíntota 
horizontal. 
4) Para encontrar los puntos de extremo posible, calculemos la 
derivada primera: 
F()=x(Q—aje*. 


Resolviendo la ecuación z (2 — z) e* = 0 (e=* 40), obtenemos dos 
puntos de extremo posible: z, 
5) Para hallar los puntos críticos caleulemos la segunda derivada: 


i aata p 


), obtenemos dos puntos 


2 


Resolviendo la ecuación z° — 4z 
críticos: z, = 2 — VZ, z, = 

6) Investiguemos los signos ca las derivadas primera y segunda 
(fig. 172). Resulta que en (—0o, 0) la función decrece y en (0, 2 


Fig. 172 


crece y en (2, +00) vuelve a decrecer. Los puntos de extremo: al 
pasar por el punto z — O la derivada f’ (z) cambia el signo de menos 
a más y al pasar por el punto z = 2, de más a menos, por lo tanto, 
en el punto z = 0 es el mínimo y en el punto z = 2 
la particularidad de que f (0) = 0,f (2) = 4e-2, 
la gráfica está orientada con la convexidad hacia abajo, en (2 — 
—V 2,2 + V 9 hacia arriba y en (2 de VĒ + 00), otra vez hacia 
abajo, por lo tanto, z = 2 —V 2, z =2 + VĒ son las abscisas de 
los puntos de inflexión, con la particularidad de que j (2 — V 2) = 
=(2— VD e-e -V3, f 24V) = 2+V De C+VD), 
7) A base de los datos obtenidos construimos la gráfica de la fun- 
ción (fig. 173). e 
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een truir las gráficas de las siguientes funciones: 


- 1) 
puntos de inflexión: z=—0 es la a 
ontal para 7 > — oo.) 
ara, 2 es el mínimo; /(1/2) = 
no hay pnas de inflex =0 es la asíntota ver- 


(Resp. Para z= 1 es el mínimo, f (1) =e; no hay 


tota vertical; y=0 es la 


TA (Resp. Para x + O es el máximo; / (0) 
= (—1, 27e) es el punto de inflexión; y >= O es la asíntota 
horizontal.) 
res 10. C 
= (zo Ta 
Resolució 1) El dominio de determinación de la función es el 
conjunto de los valores de z que satisfacen la desigualdad x° — 1> 
"| |>1, es decir, sea 
z< —1, sea z>1. Con otras pala- 
definida en dos 
intervalos en sentido lato: (—0o, — 1] 
y Ml. +00). En este caso no es difi- 
cil notar que sobre estos intervalos 
la función no es negativa. 
E 2) El gráfico de la función no tiene 
Fig. 173 puntos de intersección con los ejes de 
coordenad: ya que z 40 e y 20. 
3) Puesto que la función es continua en todos los puntos del domi- 
nio de definición, no hay, evidentemente, asíntotas verticales. Bus- 
camos las asíntotas oblicuas: 


de la función f(x) 


=141= 


lím (fí2)—22]= lim |V ZF 14 V 2=1—22]= 
xt soto 


A a 


Y 1 
= lim (Y 24+1—+ Aa (V 2-1-2)= VER ERE 


=0—0=0; 
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lím 


b= lím; 1/ (2) +27] = 
2 


lim [V 2414 V 22 1427]= 


lim (VIT 1404 (V 7T + z) = 
= lím (V F1 + r)+ lím (V 2=1+4+x)== 


= lím + lím =1—-—0-0=0. 


1 
xo» Vr Fiz "xo Vr —i—s 


os que la gráfica de la función tiene dos dis- 
y= 2x para z— >, ey = —2r para 


Ahora bien, obtenen 
tintas asíntotas oblicuas: 
z= —00. 

Puesto que lím f(x) +oo. no hay asíntotas horizontales. 


4) Para hallar los puntos de extremo posible caleulemos la dori- 
vada primera: 
A 2r AV +V) 
da E n Ya-1 


No existen puntos extremos, ya que el numerador de la fracción 
no se anula. Para x — +1 la derivada f’ (x) — 00. 

5) Para encontrar los puntos críticos calculemos la derivada se- 
gunda: 


E =F + P=1 > 
A A NA 
A PF AY 


No hay puntos críticos, ya que el numerador de la fracción no se 
anula. 

6) Investiguemos el signo de las derivadas primera y segunda (fig. 
174). Resulta que sobre (—0o, —1] la función decrece y la gráfica 
tiene una convexidad orientada hacia arriba; en Íf, +00) la función 
crece y la gráfica tiene otra convexidad también orientada hacia arri- 
ba. No existen extromos ni puntos de inflexión. Hagamos un cálculo 


auxiliar: f(+=1) = y Z 
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7) A base de los datos obtenidos construimos la gráfica de la fun- 
ción (fig. 175). 


ntota hori- 


extremos ni puntos de inflexión; y=0 es la a 
zontal.) 
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iento de una función. 
ción. 

? 
tar menor que cualquier 


re 2 para el caso de crec 
ñ la definición del extremo local de una fu 

3: ¿Puede una función tener varios extremos | 

4. ¿Puede el máximo local de cierta función res 
mínimo local de la misma función? 

5. Enúnciese el teorema que expresa la condición necesaria del extremo 
local. Citando un ejemplo, muéstrese que esta condición no es suficiente, 

$. ¿Qué puntos se llaman puntos de extremo posible de una función? 
locaj” Enúnciese el teorema que expresa la condi iente del extremo 
local, 

8. Dése la definición del sentido de convexidad de la gráfica de una función. 

9. Enúnciese el teorema con el cual se resuelve la cuestión sobre el sentido 
de convexidad de la gráfica de una función. 

10. Dése la definición del punto de inflexión de la gráfica de una función. 

11. Enúnciese la condición necesaria del punto de inflexión de la gráfica 
de una función. Citando un ejemplo, muéstrese que esta condición no es suficiente 

12. ¿Qué puntos se llaman críticos? 

13. Enúncieso la condición suficiente del punto de inflexión de la gráfica 
de una función. 

14. ¿Puede una función tener el extremo en el punto de inflexión de la 
gráfica de la misma? 
.. 15, Dése las definiciones de las asíntotas vertical, horizontal y oblicua, 
Cite ejemplos. 

16. Demuéstrese la afirmación siguiente: 
asíntota oblicua de la gráfica de la función y 
los límites 


ión sufi 


la recta y = kr -+ b es una 
(2) para z— -+ o, existen 


lim jf (2)—42]=b (19) 
mo 
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e, inversamente, si ambos límites (+) existen, la recta y = kz -+ b es la asíntota 
oblicua de la gráfica de la función y = f (z) para z- -+ co. 
17. Exponga el esquema de construcción de la gráfica de una función. 
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5.1. ¿Con qué valores de z las tangentes a la gráfica de la función 

— r son paralelas a la recta y = 7? 
5.2. ¿Bajo qué ángulo al eje Or la curva y = 2 — z corta el eje Oy? 
j) están trazadas las tangentes a la 


5 
parábola y= 
Oz. 


+ En Ìos puntos (0; 0), (2; 1), (4; 


ie . Halle los ángulos de inclinación de las mismas al eje 


5.4, Escríbase la ecuación de la tangente a la gráfica de la función y= 
x ti en el punto de intersección de la gráfica con el eje de abscisas. 


5.5. Hállese el ángulo de inclinación que la tangente a la hipérbola zy =4 
en el punto (1; 1) tiene al eje Oz. 
2 


5.6. ¿Con qué valor de a la curva y= = corta el eje Oz bajo el án- 


gulo 45° (al monos en uno de los puntos de intersección)? 

5,7. ¿Es la recta y = 3r — 4 wma tangente a la curva y = 2? — 2? 

5.8. Plantécse la ecuación de la tangente trazada del punto M (—1; 3) 
hipérbola y = 1/z, 

.9. Se dan dos parábolas y = 8 — 3r — 2x? e y 2-4 9z — 2%, Mállese 
¡ación de la recta que toca a S parábolas. 

5.10. Se dan dos rectas y = —x o y = 5z — 6. Hállese los valores de los 
parámetros a y b con los cuales ambas rectas dadas tocan a la parábola y = 
= 114 ar + b. 

5.41, Una circunferencia se da por la 24 y2— 4r = 0, Hálleso 
Jas ecuaciones de las tangentes a esta en los puntos de su inter- 
sección con el eje Or. 

5.12. Citese un ejemplo 
esmero la gráfica) de una función di 
por doquier, salvo los puntos r 

5.13. Demuéstrese que la fun 


10=( 37 


no tiene una derivada en el punto z 
5.14. Demuéstrese que la función 

senz si z es racional, 

1=( pa 

a z es irraciona 


rmula y constrúyase con 
inida por doquier que tiene una derivada 


tiene una derivada en el punto + 
5.15. Hállese la derivada de la función 


1094 Asensi 0, 
o si 2=0 
y mostrar que su derivada es discontinua en el punto z = 0, 


5.16, Desarróllese la función f (z) = ln (1 + x) por la fórmula de Maclav- 
rin con el término residual en la forma de Peano. 
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5.17. Desarrólleso la función f (z) = tg z por la fórmula de Maclaurin hasta 
el término con 2%, inclusivamente. 

5.18. Dosarróllese mediante la fórmula de Maclaurin-las fórmulas siguientes 
hasta el término de orden indicado, inclusivamente: 

a) f()=0"* hasta el término con zł; b) f(2)=e2%-*" hasta el término 
con z^; c} f (z)= ln (cos) hasta el término con z$; d) f (z)=sensenz hasta 
el término con 7°, 


5.19. Cou ayuda de la fórmula de Maclaurin bállese los límites: 


lgr+2senz—3x . 


A 
D) lim Ed; 

120 

ps 1 1 k cosz—e7™"/2 
o lim (+7): 0 SE; 


4 1g VER, 


1) lim In (cos z4 x?/2) 


op (sen —2) 


6 


CÁLCULO INTEGRAL A 


§ 1. Primitiva e integral indefinida 


n primitiva. Uno de los problemas funda- 
iste en determinar la derivada 
das cuestiones del análisis matemático y 
en la geometría. la mecánica, la física y 
osolución del problema inverso: dada una 
función P (z) enya deri sea igual a la 


1. Concepto de fun: 
mentales del cálculo dife: 
de una función dada. Var 
sus numerosas aplicacione 
la técnica conducen a la 
función f (2). hallar 
función f (2), o sea, 

La reconstruce Ma partir de su derivada conocida 
es uno de los problemas fundamentales del cálculo integral. 

Definición 1. La función F (x) se llama primitiva para la función 
Í (x) en cierto intervalo para todos los valores de x de este intervalo 
se cumple la igualdad F' (z) f (2). 

Examinemos algunos ejemplos. 

O 1. La función F (z) -sen z 
1 (e) — cos z sobre toda la recta. ya que 
= Cos z. 

2. La función F (z) -z 
3z? sobre toda la recta, ya q 
3. La función F (2) - V 1> 
lo (—41, +1), ya que en todo 


primitiva para la función 
a todo valor de z (sen x)” 


* es primitiva para la fune 


e en cada punto z (2 
es primitiva para la función 


punto z de este intervalo (Y 1% 


El problema de determina 
va no se resuelve unívoca 
va para f (2), 0 F' (2) = j (0), 
donde C es una constante arbi también es derivad 
Í (z), ya que [F (z) — CI f (z) para todo número C. Por 
para f (2) — cos z de primitiva sirve no sólo sen z. sino también la 
función sen z + C, ya que (sen z } CY cos z. 

Mostremos ahora que el conjunto de funciones F (2) + C, 
donde F (x) es cierta primitiva para la función f (x) y C es una cons- 
tante arbitraria, agota toda itivas para la función f (2). 

Lema 6.1. La función cuya derivada sobre cierto intervalo X 
es igual a cero es constante en este intervalo. 


s primiti- 
función F (2) + C 
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O Demostración. Supongamos que en todos los puntos del in- 
tervalo X la función derivada f (z) es igual a cero, o sea, f' (z) = 0. 
Entonces para todos dos puntos z,, zs € X, según el teorema de La- 


grange, 


EJE) F E) (Ta t), 2 EK Ta 

Puesto que /' (E) = 0, entonces f (z4) = / (z,). Esto significa preci- 
samente que en todos los puntos del intervalo los valores de la fun- 
ción son iguales, o sea, f (2) = C, donde C es cierto número. MW 

Teorema 6.1. Si F (zx) es primitiva para una función f (z) en cierto 
intervalo X, toda otra primitiva para j (x) en el mismo intervalo puede 
ser representada en la forma F (z) + C, donde C es una constante arbi- 
traria. 

O Demostración. Sea W (z) toda otra primitiva para la función 
f (2) sobre el intervalo X, o sea, ” (z) = j (z). Entonces para cada 
ZEX 

ID (2) — F (a) DW (2) — F' (x) = f (2) — f (=) = 0 

y esto quiere decir (según el lema 6.1) que la función D (z) — £ (2) 
es constante, o sea, P (xz) — F (x) = C, donde C es cierto número. 
Por consiguiente, D (z) = F (2) + C. m 

Del teorema demostrado se deduce que el conjunto de las funcio- 
nes F (2) -+ C, donde F (2) es una de las primitivas para la función 
1 (2) y C, la constante arbitraria, agota toda la familia de las fun- 
ciones primitivas para / (2). 

2. Integral indefinida. 

Definición 2. Si la función F (z) es primitiva para una función 
į (2), el conjunto de las funciones F (x) + C, donde C es la constante 
arbitraria, se llama integral indefinida de la función f (z) y se designa 
con símbolo 


(1) 


En este caso la función / (z) se llama función subintegral; f (2) dzy 
expresión subintegral o integrando y la variable z, variable de integra- 
ción. 


Por lo tanto, el símbolo (0 dz designa el conjunto de 


| 10) dz) =F (2) - 


de su derivada o bien, 
que es lo mismo, la determinación de una integral indefinida a par- 
tir de la función subintegral dada se llama integración de esta función. 
La integración es la operación inversa a la derivación (diferencia- 
ción). Para asegurarse de que la integración esté cumplida correcta- 


1) Se lee: «la integral indefinida de f (z) respecto a dz». 
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mente, basta derivar el resultado y obtener en este caso la función sub- 
integral. 


O Ejemplo 1. Verificar que f 3r2dz= 14C. 


Resolución. Derivando el resultado de integración (z* + C) = 
= 3a*, obtenemos la función subintegral. Por consiguiente la inte- 
gración está cumplida correctamente. 0 


Ejercicios. Verificar que: 4. | coszdz=senz +C. 


e 


2. | edr = — 4C. 3. f LAE A 


costr 


a de w 
4. | sdr= 5+. 5. | E aratgr4C. 


ar de 1 Dee 

6. $ ad +C. 7 $ Hi hagc. 

En relación con el concepto de primitiva surge la pregunta: 
¿para qué funciones existen primitivas (y, por lo tanto, también in- 
tegrales indefinidas)? Aquí sólo señalemos que en el $ 4 quedará de- 
mostrado que toda función continua sobre un segmento tiene sobre 
este segmento una primitiva (por consiguiente, también una integral 
indefinida). A continuación supondremos que todas las funciones que 


ción sólo en aquellos intervalos en los cuales ésta es continua. 


Por ejemplo, la función f (z) — 1/x es definida y continua para to- 
dos los valores de z distintos de cero, o sea, tiene una discontinuidad 
en el punto z = O y es continua en los intervalos (—co, 0) y (0, 
+00). 

Si z >0, para f (z) -= 1/x una de las prin 
ya que (Ín zy = 1/z. Por lo tanto, para z >0. 


vas es F (2) = In z, 


| Hdr=102+C. 
Si z< 0, una de las primitivas para f(z) = 1/z es F (4) = 


= In (—2), ya que [n (~z) = (1/ — z) (—1) = 1/z. Por lo 
tanto, para z< 0 


1 a 
$ Ldr=Im(—2)+C. 
Uniendo ambos casos, obtenemos la fórmula 


Inz+C z>0 
| pe > infsj4C. 


In(—2)-+C para 2<0 


Geométricamente ia integral indefinida es un conjunto (fami- 
lia) de las curvas que no son sino las gráficas de las primitivas 
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y = E 4z) + C. Si y = F (2) es cualquier curva, entonces, conforme 
al teorema 6.1, todas las otras curvas se obtienen de ella por el des- 
plazamiento paralelo a lo largo del cje Oy (fig. 176). En este caso, si 
y = F (2) es primitiva para / (2). o 

Y 1 sea F’ (z) — f (2), según el signifi- 
l y=F()+c, cado geométrico de la derivada la 


e 2? tangente del ángulo do inclinación 
A y=FOd*C dela recta tangente en cada punto 
g y=Fx) còn la abscisa z de la curva y — F (2) 
m srajc, es igual a f (z). Todas las demás 
FRANG drán en cada punto con 

yaFOJd*C, la abscisa z las rectas tangentes 
que tienen el mismo coeficiente 
ular que la recta tangente de 


Fig. 176 


jemplo 2. ¿Qué familia 
de curvas forman las primitivas 
y = F (æ) + C si el eveficiente angular de la tangente en cada punto 
con la abscisa z de la curva y — F (z) es igual a f (2) = z°? 
Resolución. Tenemos F* (z) — / (z) = z*. Conforme a la defini- 
ción de la integral indefinida 


Y Pri de—=F (2) + 
Por consiguiente, las curvas forman una familia de parábolas 
cúbicas y 


C=| d= 
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ión de la fune primitiva. Cítese ejemplos, 

1 sto el significado de la operación de integración? 
Explíquese por qué al integrar aparece una constante arbitraria. 
Dése la definición de la integral inde 
En qué consiste el significado geométrico de la integral indefinida? 


+ Dése 


$ 2. Propiedades fundamentales de la integral indefinida 


De la definición de la integral indefinida se deducen inmediata- 
mente sus propiedades siguientes. 

1”. La derivada de una integral indefinida es igual a la función 
subintegral; la diferencial de una integral definida es igual a la expre- 
sión subintegral, o sea, 


(Fra) =f) y af 1ima=/(0az, 
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D Efectivamente, ($ (dz) —(P()+0Y=F'(2)=1(0 y 
af f@dz= (| (az) dz = @) az. ” 


2°, La integral indefinida de la diferencial de cierta función es igual 
a la suma de esta función y de una constante arbitraria, o sea, 


f AF (2) > F ta) +C. 
O En efecto, puesto que dF (z)= F' (x) de, entonces 
(æ (z)dr F(z) +C. B 


El factor constante puede sacarse del signo integral, o sea, si 
k = const 0, entonces 


$ Ade k Ç de 
O Efectivamente, sea F (x) la primitiva para la función f (2). 
F (2) - j (2). Entonces kF (2) es la primitiva para la función 
(kF (Y kE" (2) kj (x). De la definición se desprende que 
k $ Floyd = NF (2) CRE (2) +C, | kf (20) de, 


donde C, 

4°, La integral indefinida de una suma algebraica de dos funciones 
es igual a la suma algebraica de las integrales de estas funciones tomadas 
por separado, o sea, 


YU (01d $ fir) dz + $ 22) de. 

O En efecto, sean £ (2) y G (2) primit 

10 y g (z): F (2) f) G (0 2d) 

F (z) + G (z) son primitivas para las 
consiguiente, 

TOLE f gode = [F (0) +C,1+16 (2) + Cal = 

=įF (2) + G (2) Cy + Cal = IF (a) + G (a) +C = 

(eede. m 


Note que esta propiedad es válida para todo número finito de fun- 
ciones que se suman. 


s para las funciones 
tone funciones 
s fc) + g (2). Por 
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Nombre las propiedades fundamentales de la integral indefinida. 
2. Demuéstrese la proi 3 para la suma de tres funciones, 
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$ 3. Tabla de integrales principales 


Aquí se da la tabla de integrales principales. Una parte de las fór- 
mulas de esta tabla se deduce inmediatamente de la definición de la 
integración como operación inversa a la derivación (diferenciación) 
y de la tabla de derivadas. La validez de las demás fórmulas se puede 
comprobar fácilmente por la derivación. 


art 
1 | ar +0 (a+ —4), VIN | coszdr=senz+C, 
u $ Lim [2] +C, 


u f Ea arctgr +C, 
1v $ = arcsen r4- C, 
v f adr= O, 


(0<a%t, 
vi fe di=e4C, 


VII È sen zdz = —cosz +C, 


Las integrales contenidas en esta tabla suelen llamarse integrales 
tabulares. 


Notemos algunos casos particulares de la fórmula I: 
| tdr==+C(a=05 | dr +0 (00) 
dr Ere 4 
$ 2340 (a=-+). 


En la fórmula II en vez de $ L dz para brevedad está escrito 


1 

qt 
Citemos una fórmula evidente más: | 0. dx = C, o sea, las primi- 

tivas de una función que es idénticamente igual a cero son constantes. 


$ E; en general, $ LE significa $ 
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1. ¿De qué modo se hace la tabla de integrales principales? 
2. Señálese las integrales tabulares que, se han obtenido de la tabla de 
derivadas por la operación inversa a la derivación. 


$ 4. Métodos fundamentales de integración 


1. Integración inmediata. El cálculo de las integrales con ayuda 
de la tabla de integrales elementales y con ayuda de las propiedades 
fundamentales de las integrales indefinidas ha recibido el nombre de 
integración inmediata. 


O Ejemplo 1. Calcular la integral $ (5cos24+2-320244— 


E E Jaz. 
Resolución. Aplicando las propiedades 30 y 4%, tenemos 


§ (5 cos z 


dz—3 Ñ A 4 Ñ ie 


PFT: 


4 
304147) da 


=5 $ cos zdz- 


Luego, utilizando, respect 
de la tabla de integrales pri 


ente, las fórmulas VIH, I, IL, MI 
ipales, encontramos 


5 $ cosz dz =5 (sen +C, 


2f dr=2 (24C) =22- 


qe 


3 | z2dr=3( 


| Cs) =0%4+3C5 $ Z Injac 
4 $ ES A(arctgz4-C;) = 4 arctg z + 4C; 


De esta manera, 


f (5 cos z+2—3z +t LG) dr = 5sen z +2r— a*n |e] — 
—4arctg + (5C, 420,43 


Por lo general, todas las constantes arbitr: 
do se designa con una letra: C = 5C, + 
por eso finalmente resulta 


3+0, +403). 


ias se suman y el resulta- 
2C, + 3C, + C, + álu 


4 
+ ) dr = 
=5senz+27—23+ In |r| —4arctgz 4C. 


$ (5 cos 2+2—32 4 — 


20-785 
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La validez del resultado obtenido se comprueba fácilmente por la 
derivación (haga esto por sí mismo.) 


Ejemplo 2. Calcular la integral $ 7 


Resolución. La integral es tabular. Por esta razón se puede pasar 
a la integración inmediata. Con ayuda de la fórmula XIV, donde 
a ==: 4, obtenemos 


$ vi 

En la práctica es un caso bastante raro cuando se logra calcular 

inmediatamente las integrales con ayuda de la tabla. Previamente se 

necesita transformar idénticamento la expresión subintegral de un 
modo tal que como resultado se obtengan integrales tabulares. 


O Ejemplo 3. Calcular la integral È 7. 
Resolución. La integral no es tabular, por eso vamos a transfor- 
marla. Puesto que 1 = sen? z 4- cos? z, la integral puede escribirse 


en la forma 
dz (stc E 
A a a A C a 
Aplicando la propiedad 4*, tenemos 


$ 


Hemos encontrado dos integrales tabulares. Según las fórmulas IX 
y X encontramos ? 


tar )ie= | aart S ar 


Tr 


àz de de 
rl tl e segate. 


Ejemplo 4. Calcular la integral f tgèzdz 


Resolución. Puesto que tg? z= —1, entonces 


i 
cost z 


Mediante las fórmulas IX y I obtenemos 


| teta da =f BAS di=tgr—xC. 


Ejemplo 5. Calcular la integral f Ha i- 
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Resolución. Puesto que 1-422? = (12%) -+2?, entonces 


142 142942 e 14 
[aiet e ai! EN 


. a _ (àz 
+| aira” -i Es 
Según las fórmulas I y II obtenemos 


apa tl + 


—H+arciga+C. e 
Así pues, vemos que para la integración no basta conocer sola- 


mente las fórmulas y saber emplearlas sino se necesita, además, la 


exporiencia que se adquiere paulatinamente en el proceso de resolu- 
ción de los proble 


Ejercicios. Aplicando el mótodo de integración inmediata, cal- 
cular las integrales siguientes: 


1. (+30 d+ 1) dz. (Resp. Hs 
2. (ar E+3 Vh 2) dz. (Resp. 
p (Resp. AS 
il (Resp. Tr: mo 

~=) dz. (Resp. 20* ai +0.) 


(sen z +5 cosz) dr. (Resp 


+ ze 
p22 V 3—4 In 121 4 


¡me 


. —cosz+5sen 2+ C.) 


5) dz. (Resp. z—cosz+C.) 


tl OS oreari. (Resp. —(tgz-+ ctg z) +C.) 
9 E du. (Resp. z4arctgz4C.) 
10 | A ae (Resp. 3tgr+2ctgr+C.) 


UN IZ dr, (Hesp. cosa—etga +0.) 
12. f ctg dx. (Resp. — (cig z +2) +C.) 
13. $ sentF dz. (Resp. 1 (=—sen 2) +C.) 
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14. $ Yi 
—Inl+ VU TFP] +C.) 
15. ++ de. (Resp. z—arctgz+-C.) 


dx. (Resp. aresena— 


2-5 | E 


1. (lat yt) es (Rep 5 05 
ln ja VU FSI +C.) 

17. $ va ; yr) ar (Resp. uresen $+ 
+ c.) 


Pi- 3 
18. | Zip de. (Resp. 242 [E |+ c) 

2. Método de sustitución. En muchos casos la introducción de 
una nueva variable de integración permite reducir la determinación 
de una integral dada a la determinación de la integral tabular, o sea, 
pasar a la integración inmediata. Tal método se llama método de sus- 
titución o método de cambio de una variable. Se basa en el siguiente teo- 
rema. 

Teorema 6.2. Supongamos que una función z = ọ (t) está defini- 
da y derivable en cierto intervalo T y sea X el conjunto de los valores de 
esta función en el cual está definida una función f (2), o sea, en T está 
definida la función compuesta f ly (t)). Entonces si sobre el conjunto X 
la función f (x) tiene una primitiva F (z), es válida la fórmula 


< arctg 


| Hazte = | Fe e (0 de. a 


O Demostración. Puesto que la primitiva F (z) está definida 
sobre el mismo conjunto que la función f(z) y existe la función com- 
puesta f [ọ (t)), existe también la función compuesta F [ (0). 
Entonces, conforme a la regla de derivación de una función com- 
puesta, teniendo en cuenta que F” (z) = f (2), obtenemos 


(F lp (Y = (F tẹ (07) = 4 lẹ (10 (O, 


o sea, la función f [q (t)1 y” (£) tiene sobre el conjunto T la primitiva 
F lọ (t)1 y, por consiguiente, 


| Fe Oe (0 dt = Fio (+E. 
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Notando que Fle (91-+C = (F (2) +C)lao = | 7 ©) dzle=cioy fi- 
nalmente tenemos 


[1 dleo =$ FeO (0 de, 


o sea, la fórmula buscada (f). WM 

La fórmula (1) se denomina fórmula de cambio de la variable en 
la integral indefinida. 

De la fórmula (1) se deduce que para calcular la integral Y (2) de 


con ayuda de la sustitución z = «p (£) es necesario en la” función 
Í (x) reemplazar z por y (t) y poner dz = y” (t) dt. En este caso obte- 
nemos la función buscada expresada por la variable £. Para retornar 
a la variable z hace falta reemplazar £ por el valor £ =p (z) que se 
obtiene de la relación z = «p (t). 

Si la función z = «p (t) tiene la función inversa £ =p (z), de (1) 
se deduce la fórmula 


$ 16) da = $ Fe ONA O deles 


o sea, la fórmula (1) puede emplearse también en el orden inverso, o 
sea, de derecha a izquierda. Para esto, en adición a las hipótesis del 
teorema basta exigir que la función z -= «y (£) sea estrictamente monó- 
tona. 


O Ejemplo 6. Calcular la 


3z dz. 


tegral { e 


Resolución 6. La integral no es tabular aunque se parece a la 
integral $ cos z dz. Por eso para calcularla es natural que se haga 
la sustitución, suponiendo £ = 3z; entonces dt = (3x) dz = 3 dz, 


dz — $ dt. Según la fórmula (1) obtenemos 


| cos3zaz 5 $ cos taz, 


€s decir, una integral tabular. do la fórmula VITI de la tabla 


de integrales principales, 


FS cost dt = -p sen t+ 


Retornando a la variable z, finalmente resulta 


sen 3z +C. 


$ cos3z dz = 
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La integral dada puede ser calculada también inmediatamente, 
introduciendo bajo el signo de 


reemplazando dz por 


la diferencial el factor 
tado obtenemos 


¡endo por éste la integral. Como resul- 


| cosisrdz =$ f cosdrd (3z) = -$ sen 32+ C- 


z. Este procedimiento econó- 
mico y sencillo s adelante. 

La transformaci 
paración de la diferen nueva variable de integración es un 
cambio más simple de la variable. De este modo se establece también 


la fórmula general 


| (dz = + $ (2) d (az). 


O Ejemplo 7. Calcular la integral $ 


Y 
Resolución. Calculemos la integral dada inmediatamente, separan- 
do la diferencial de una nueva variable de integración. Tenemos 


145 Aa IA 1/24 (1 


VET) yA yaa" 


-+f (1— 2%) 2d (1—2) 


2 aC = — (1—32 4C. 


— A. 


La integral dada se calcula con ayuda de la sustitución t = 
(Cumple esto por sí mismo.)@ 

Existe un otro procedimiento no complicado, pero muy eficaz 
que permite simplificar el cálculo de integrales. Si el numerador de 
la función subintegral / (2) es igual a la derivada del denominador, es 
válida la fórmula 


UA Y O 
LO dz = 1n 1/(2)1+C. 2 


Efectivamente, utilizando la sustituci 
tenemos 


ón t= / (z) y dt = f' (z) de, 


$ tear = 10 lt1+C = 1n |f (3) +C. 


O Ejemplo 8. Calcular la integral | otez dz. 
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cos z 
senz ’ 


Resolución. Puesto que ctg z — la integral puede escri: 


birse en la forma 


$ ctgzdz =Í oz dz, 
Notando que (sen 2) = cos z, mediante la fórmula (2) obtenemos 


$ ctgz dz = $ ez dr $ La 4 Im [sen 2] +C. 
La integral dada puede calcularse también con ayuda de la sustitu- 
ción t = sen z, e inmediatamente, separando la diferencial de una nue- 
va variable. (Cumple esto por sí mismo.) 


P e—1 
Ejemplo 9. Calcular la integral $ <p de. 
Resolución. Suponemos t=e", z=Int. De aquí dr= 


= (In ty deL. Por consiguiente, 


$ ea pS A 


SET Er WFDE 
de de d (141) de 
=2 fr- |F ALAD f =n IES 


$ EL dr =2 Mn (140) —2 +C. 


Ejemplo 10. Calcular la integral | ¿Ez dz. 


Resolución. Pongamos z— 1 =t, por lo tanto, z=t+1. De 
aquí de = (t +1) dí — dt; entonces 


Y as 


| (ees+ +r) de = 


-44 3t+3 In Jt] — +C. 


Retornando a la variable z, finalmente resulta 


[r Fyd = 4 (1+3 (21) +3 1n [21] — 


Ejemplo 11. Calcular la integral ee 
4y: 
Resolución. Tenemos ý 


de 
ON 


$ va z 
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Pongamos t= Y x; entonces r — 1%, dx = 6t dt. Encontramos 

$ de 6 de =6S de 

CAY ARA T> 

Separando por la división la parte entera de la fracción, obtene- 
mos 


SS [+0 4-5 47 ]- 
=[4-L, ¿In 11411] +0. 
Finalmente tenemos 
f yeyr VII A TM FC. e 
24 Vz 


Y, en general, si la expresión 


tegral no contiene otras 
Le o af h 
raices, salvo la raiz VS donde a, b, c y d son ciertos 
r F A 

números (4+4): m, el númer 


s asr 
sustitución t = V e 


O Ejemplo 12. Calcular la integral Ñ En 
Z 


natural, conviene emplear la 


Resolución. Hecha la sustitución £= y y resulta t? = 


itz 2 e 
r do + 
Atde 
apoyo > Eovego tenemos 
IFz de Pi 
f r r =2f $ == 


Resolución. Pongamos t = V Az FT; entonces £=42+4+1, x= 
=G 0-4, de =$ tdt. Encontramos 
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=D O V FI (+18) +C = 


Fl: VFC. e 

Es necesario observar que una elección acertada de la sustitución 
representa de ordinario algunas dificultades. Para superarlas feliz- 
mente es necesario dominar bien la técnica de derivación y conocer 
bien las integrales tabulares. 


O Ejemplo 14. Calenlar la integral iv 
Aa 


Resolución. Pongamos Y 77 F a+ z = t, de donde (ynt 1)x 


x dz = dt; así pues, 


de suerte que 


$ j5 = mV FFa+z| +C). 


Ejemplo 15. Calcular la integral f sen" zcosz dx. 


Resolución. Pongamos £ = senz, de donde dt =coszdx. En- 


tonces 


$ sen" xeos zdz | stat 


. pmte s+ para n1, 
In [t] +C = In |senz| +C para n= —1. 
Ejemplo 16. Calcular la integral | nl. 


Resolución. Pongamos 12-+1 = t, 2xdx = dt, por lo tanto, 


dt 1 1 Ñ 
7 í o eee = 


$ zdz 
(07 


Para n=4 obtenemos análogamente 


f zi oi ngat 


1) Aquí está calculada la integral tabular XII. 
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Notemos que en los ejemplos 15 y 16 las integrales pueden calcu- 
larse inmediatamente por medio de la separación de la diferencial 
de una nueva variable. Cerciórese de esto. 


Ejercicios. Aplicando el método de cambio de la variable, 
calcular las siguientes integrales: 


1. $ sen (Gr+5)dz. (Resp. — 


y cos (37 +5) +0.) 


2. | eaz. (Resp. tec.) 

3. | teraz. (Resp. — 1n [cos z| + C.) 

4 | e-rzaz. (Resp. 4 A] 

5. $ de. (Resp. Per Len ettn fer —1 +0 ) 
6. $ (Resp. 4in7] +c.) 

A Vaz (Resp. Ftg324-C.) 


vz o gliya iya 167 = 
8. f PE h. O E iVE it 


+arcig Y 7)+C.) 


f ri 


dr . 

10. $ Farka (=1+Imx). (Resp. Inji Inz] +C.) 
ui. $ eso sen zdz. (Resp. —etox 4 C.) 

Vipis dr 

12. ( Viza 


dz. (Resp. 144 Y 2F174In |V TFI —1| +C. 


. (Resp. (14 In 239240.) 
13. | «(577 dz. (Resp. 5 
+37 6:79] +ë: 


14. $ va dz. (Resp. 2-2V T+In(V14+1)2+C.) 
5r—6 2(44—15z) y y A 

15. $ yog (Resp. 22. y 3C.) 

16. | 22 3=Bdr (t = 2—8). (Resp. r 84C.) 


17. $ += @=V EFD. (Resp. m| Y 


VEFi |+c.) 
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10 [25E (0). (mp PC) 
19. $ rua dy (= arciga). (Resp. dreig a +c.) 


(Resp. arcsen E + C.) 


(Resp. 2sen V zC.) 


3 (Resp. E c.) 


dr 1 
me $ {arccos 2)? YT=22 Farccostz 


En el proceso de integración es necesario, en ocasiones, aplicar va- 
rias veces el método de cambio de la variable. 


O Ejemplo 17. Calcular la integral uz T? dr (a < 


. Pongamos z+ a sen t(—a/2< 1< n/2). La fun- 
ción x = a sen tes monótona y tiene la derivada continua z4. En este 
caso, cuando £ varía de 2a a la variable z varía de — a 
aa. Luego tenemos de = a cos t de. Por consiguiente, 


Urza | va 


Tacostdt = a? | costrde. 


Otra vez hemos obtenido wna integral que no es tabular. Trans- 
formémosla. Puesto que cos* 1 — -+ (1-+cos21), entonces 


ef coste dt = 2 $ (1 + cos 24) de = £ $ a E $ cos 21 de. 
La primera de las dos últimas integrales es tabular y so calcula 


inmediatamente: 


"=S 
afuta 


7 
Para calcular la segunda integral hagamos la sustitución u =2£. 
Entonces du =2 de, dt = Ly 


FS cos2t dt = E $ cosu du = Z senu +C, = f sen 214 Ca. 


Por lo tanto, 


| Varnar Eli sena] 40, 
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donde C=C,-+C,. Para retornar a la variable z, de la igualdad 
x= asent obtenemos 


snt=h, cost= y 1— z iye, 


sen 2t = 2 sen ¿ cost = 


nO: z 
ts = arcsen —. 
aa a 


Sustituyendo, finalmente resulta 


| Vear =P aresen tE yaa 


3. Método de integración por partes. El método de integración 
por partes está fundado en el uso de la fórmula de derivación del 
producto de dos funciones. 

Teorema 6.3. Supongamos que las funciones u (1) y v (z) están 
definidas y son derivables en cierto intervalo X y supongamos que la fun- 
ción ù' (x) v (x) tiene una primitiva sobre este intervalo, o sea, existe 
$ v (e) u" (x) de. Entonces sobre el intervalo X la función u (x) v'(2) 


también tiene una primitiva y es válida la fórmula 


$ u (x) v' (x) dz = u (2) v (2) — $ (2) u' (2) de. (2) 


O Demostración 


lu (z) v (2) = u’ (2) v (e) + u (z) v (2) 


De la igualdad 


se deduce 
u (z) v’ (2) = {u (z) v (1 — w’ (2) v (2). 


ón fu (z) v (x)1' en el intervalo s la fun- 
ción u(x)v(x). La función uw’ (z) v (x) tiene una primitiva en X 
según la hipótesis del teorema. Por consiguiente, también la función 
u (2) v' (x) tiene una primitiva en el intervalo X (como diferencia 
de las funciones derivables). Integrando la última igualdad, obtene- 
mos la fórmula (2). W 

La fórmula (2) se llama fórmula de integración por partes en una 
integral indefinida. 

Puesto que v (z) dz — dv, u’ (z) dz — du, se puede escribirla 
en la forma 


La primitiva de la funci 


fudo=uw—f vdu (3) 


Esta fórmula permite reducir el cálculo de fu dv al cálculo de la in- 


tegral fo du la cual puede resultar más sencilla para la integración. 
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O Ejemplo 18. Calcular la integral $ arctg z dz. 


Resolución. Pongamos u = arctg z, de = dz. Entonces 


du = (arctg 2) dz = qr ; | w= f az, v=x 


(aquí en calidad de v se puede tomar cada una de las primitivas que 
tienen la forma z + C, donde C es la constante arbitraria. Hemos 
tomado v = z, o sea, C = 0). Según la fórmula (3) tenemos 


arctgz dz _ z arctgz z dz!) _ 1 f deti) 
$ o CI -Í y qa rte | TF 
du 


Puesto que 


T 


SpR imate), 


finalmente resulta 
f arctg z de careta a— In (1 Hr9)+C e 


Ha de notar que el método de integración por partes representa 
ciertas dificultades para los principiantes. En la fórmula (3) no se 
puede elegir u y dv arbitrariamente, de lo contrario se puede obtener 
una integral más complicada que la inicial. 

O Ejemplo 19. Calcular la integral fred. 


Resolución. A distinción del ejemplo precedente aquí la situa- 
ción es por completo no clara. Se puede poner u =e*. de = z dz, 
o u = z, de = edz, o, por último. u = ze“, dr = dz. Pongamos, 
por ejemplo, u — e", dr — z dz. Entonces 


du =(e*) de =e dz; $ dv= l zdx, v 


Con ayuda de la fórmula (3) obtenemos 


| redz = 


Vomos que hemos llegad 


a una integral más compli 
en el caso dado la elección de u y dv es desafortunada. Lo mismo se 
obtendrá si se pone u — ze", de — dz. (Convéncese de esto por sí 
mismo.) Nos queda considerar el último caso. 


da. Así pues, 


1) La integral dada puede ser calculada por la sustitución £ = 1 + z? (ha- 
ga esto por sí mismo) o inmediatamente, separando la integral de una nuova va- 


riable al reemplazar z dr por 5 d (a? + 1) lo que precisamente hemos hecho. 
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Suponiendo u = z, dv e dz, encontramos 


du—=(r)dr=dx f dv= f edz, v 


Según la fórmula (3) obtenemos 
f ze de = zet — f e" dz = re5™—e" +C. 


nto, en el caso dado u 


La integral inicial queda calculada. Por lo ta 
y dv se han escogido justamente. 0 

Con frecuencia el método de integra 
se reiteradas veces 


O Ejemplo 20. Calcular la integral Ç o“ cos z dz. 


n por partes ha de aplicar- 


Resolución. Pongamos u er, do “cos z dz '). Entonces 


du = (0%) de = ot dz; $ dv= f coszdz, v= senz. 


Mediante la fórmula (3) tenemos 


fe 


Calculamos repetidamente la integral obtenida, integrando por par- 
tes al poner u >e", dv = sen z dz, de donde hallamos du = eè", 
v = —cos z. Entonces 


osx dz = c“ sen 1— f e“ sen z dz. (4) 


| e*sen sdz = — e" cos z- | ecos da 
Sustituyendo el valor de Ja integral obtenida en la expresión (4), en- 
contramos 
f etcosadz = e" sen z—( —e* cos r+ | e¥cosz dz) = 


= e*sen z+ e" cosa — | ecos zdz. 
Transponiendo la integral del segundo miembro de la igualdad al 
primer miembro, obtenemos 

2 $ e* cos z dz = e* (sen z + cos 2) +C, 
y finalmente resulta 


(sen z cos 2) +C, 


| etcoszdz = 


donde € = S (Puesto que C es la constante arbitraria, C,/2 tam- 
bién es una constante arbitraria.) O 


1) Aquí se puede poner también u = cos z, de = edz. 
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La práctica muestra que la mayor parte de las integrales que se 
calculan, integrando por partes puede ser dividida en tres grupos: 
1) En el primer grupo figuran las integrales de la forma 


f P (z)arctgz dz, fe arcetg z dz, $ P(2)Inzdz, 


$ P (2) aresen z dz, $ P (2) arccos £ dz, 


donde P (z) es el polinomio. Para calcularlas conviene poner u igual 
a una de las funciones indicadas anteriormente y dv = P (z) dz 
(véase el ejemplo 18). 

2) En el segundo grupo figuran las integrales de la forma 


$ P(a)e'=dz, $ P (2) sen kz dz, f P (2)cos kz dz, 
donde P (z) es el polinomio y £, cierto número. Para calcularlas con- 
viene poner u = P (z) y * dz, dv = senk z dx, dv = cosk z x 


x de, respectivamente (véase el ejemplo 19). 
3) En el tercer grupo figuran las integrales de la forma 


f estcosbrda, | eSsendzdz, 


donde a y b son ciertos números. Estas integrales se calculan inte- 
grando por partes dos veces (véase el ejemplo 20). 
Desde Juego, los Lres grupos indicados no agotan las integrales 


que van calculadas con ayuda del método de integración por partes. 


ade 
senta 
Resolución. Esta integral no forma parte de alguno de los tres 


O Ejemplo 21. Calcular la integral $ 


5 as di de 
grupos mencionados. Sin embargo, suponiendo u = z, dv = -SF 


encontramos du — dz, v — —ctg z. Con ayuda de la fórmula (3) 
obtenemos 


$ E = —regr+ f cigzdr = —zregr4 $ 


cosa da _ 
sen z + 


d (sen 7) 
senz 


—uctga +f —zcetgr+ in |sen z] +C. 


Análogamente se calcula la integral $ 


Ejercicios. Con ayuda del 


método de integración por partes 
calcular las 


de | zarctg zdz. (Resp. 


2. $ arcsen zdz. (Resp. raresonz+ Y Tx? 
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Inzdr. (Resp. xInz—2-+C.) 


zInzdz. yo tE +6.) 


24 


recostada. (Resp. E + pasen 2a + E cos22 +C.) 


f 
f 
f 

6. f zsen zdz. (Resp. — z cos z +senx+C.) 
fa senzdz. (Resp. —z2cos z +2 (x sen z +cos z) -+ C). 
$ 
se 


veda. (Resp. (1—20+2)4C.) 


ecosirde. (Resp. SENS tooss y.) 


0. 10. $ (400 + 62—7) In z dz. (Resp. (xt +32? — 72) ln 2— 


10) +0) 

TA | (+1) cos zdz. (Resp. (62 +1) sen z + (31?— 6) X 
x cosa +C.) 

12. f n(V 1=24+V TFa)de. (Resp. zin (V T= + 


+V1 Fo +14 aresen z4 C.) 

Integrando, con frecuencia se necesita emplear primero el método 
cambio de la variable y luego el de integración por partes. 

O Ejemplo 22. Calcular la integral 


li VEFi eaa A 


di 


E 


Resolución. Esta integral no forma parte de alguno de los tres 
guos de integrales que se calculan integrando por partes. Trans- 
ormémosla con ayuda del método de cambio de la variable. Pon- 
2dz 


ES 


gamos t=1 + + Entonces dt 


, de donde = 
z 


= —4 dt. Después de hacer transformaciones poco complicadas 
y la sustitución obtenemos 
$ VA poaa de 


Vit 


Vemos que hemos llegado a la integral que se calcula fácilmente, 
integrando por partes. Suponiendo u = Int, dv= YT dt, encon- 


Tp 244, de 1 A 
n= -7f Vilntdt. 


EJ 
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ramos du =$, e =-H1V 7. Por consiguiente, 


4 ns 1 2 m 2 _ 
-4 $ Vi In tdt = [St V im Vide] 
-4 [$V imgeyi]. 

Por último, retornando a la variable z, finalmente obtenemos 
BA (402 M0 4 2 4 y32 4 
En E d-—+[5 (1+5) In (14 4) 

4 1 492 (+4. a+ 1 
¿(14 H)]+<0" E+ VER 3101 da 3)]+c. e 
Ejercicio. Calcular la integral for dz (poner t=V2). 


(Resp. 2(V 1-1) V5 +C.) 


Calculemos la integral 7 = | y a7 zždz con ayuda de la 


integración por partes (anteriormente (véase el ejemplo 17 del 
subp. 2) esta integral ha sido calculada con ayuda del método 
de cambio de la variable). 


Pongamos u = V a®—z?, dv = dz; entonces du = 


v= x. Por lo tanto, 
1=$ Va=ñar == aa E (5) 


Agreguemos y sustrayamos a? en el numerador de la función su- 
bintegral en el segundo miembro de la igualdad. Entonces, divi- 


diendo por Y a3—a22, obtenemos 


f 


a 


A VERa = taen Z. 
Sustituyendo esta expresión en (5), resulta 
I= ry FB 4a%arcsen Z 


Uniendo ambas integrales rs Va=xRdx en el primer 
miembro, tenemos 


21-185 
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De aquí finalmente encontramos 
Upa =3V +5 


En conclusión calculemos la integral 


aresen PEC. 


dz 
I= ar 
(n es un número entero positivo) la cual necesitaremos en el siguiente 
párrafo. Para n = 1 tenemos 
l, = arctg z + C. 
Sea n > 1. Reemplazando en el numerador Ja unidad por la diferen- 
cia (z? | 1) — z*, obtenemos 


A OS 


En la segunda integral pongamos 
u=zx, du= dr 


do = Ez v zdz y 1 
FT TF" PAPA 
(véase el ejemplo 16 del subp. 2). por eso 
dr z de 
$ O T a e $ IAN 
por consiguiento, 
E taaan a 


Por lo tanto, 


de E de 
| eir emea la” > (0 


Las fórmulas del tipo (6) se llaman recurrentes. Permiten reducir 
el cálculo de la integral /, al de la integral /,, -, con índice menor en 
unidad y, a su vez, el cálculo de /, -, al de Z, z, ete. Como resultado 
Mogaremos a la integral conocida Í, y quedará calculada la integral 


O Ejemplo 23. Calcular Sat: 
Resolución. Según la fórmula recurrente (6) encontramos 


$ EF STEF t i $ Ea A 
rs Su + 


= arctg a; 
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finalmente resulta 


de r S $ 
f ery rep t epy t terhe e 


PREGUNTAS DE AUTOCONTROL 


1. ¿En qué consiste el método de integración inmediata? 

2. Escríbase la fórmula de cambio de una variable en la integral inde- 
finida, ¿Para qué condiciones esta fórmula es válida? 

3. Éscribaso la fórmula de integración por partes. ¿Para qué condiciones 
esta fórmula es válida? 

A. ¿Qué integrales se calculan lo más cómodamente mediante la integración 
por partes? 

5. ¿Para qué sirven las fórmulas recurrentes? 


$ 5. Integración de las funciones racionales 


Una clase importante de funciones cuyas integrales se expresan 
siempre por funciones elementales es formada por las funciones ra- 
cionales, o sea, por las funciones que pueden representarse en forma 
de la fracción 


ata) 

TE 

donde 2 (2) y Q (z) son polinom 

Si el grado del polinomio en el nominador es igual al grado del 

polinomio en el denominador o mayor que el último grado, entonces, 
al cumplir la división, obtenemos 


Pr) Rio 
II (l 


donde W (z) es cierto polinomio y R (z), un polinomio cuyo grado es 
menor que el de Q (2). 
O Ejemplos. 


PAra 13 24—br42 
a 
2 A . 


En el álgebra superior se demnestra que cada polinomio Q (2) 
puede representarse en la forma del producto 


Q (z) = A (z — a) (z — B) . . - (z — Y, 


donde A es el coeficiente del polinomio Q (z) de grado mayor, æ, 

a y son las raíces de la ecuación Q (z) =0. Los factores 
(2 — a) (z — B) . . . (z — y) se laman factores elementales. Si entre 
21 
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ellos hay tales que coincidan, obtenemos la representación 


Q (z) = A (z — ay (z — B)... (Œ — V, 2) 
donde r, s, .- ., ¿ son números enteros que se denominan multipli- 
cidades correspondientes a las raíces œ, f, - . ., y, con la particulari- 


dad de quer +s+.. + t= n; aquí n designa el grado del poli- 
nomio Q (2). 

Así, por ejemplo, el polinomio Y Pa 5 (z — 1) (x + 4) tiene 
las siguientes raíces; æ n este caso el número 2 es 
multiplicidad de la raíz 1 y el n AnA 3, multiplicidad de la raíz 
(4) 

Bntrelas raíces dela representación (2) pueden haber también com- 
plejas. En el álgebra superior se demuestra que si a = a + bi — r 
es una raíz compleja múltipla del polinomio con coeficientes reales, 
este último tiene también una r-múltipla raíz % -= a — bi conjugada 
con la raíz antes mencionada. Con otras palabras, si de la representa- 
ción (2) forma parte el factor (z — æ)", ella contiene también el fac- 
tor (z — 2)”. Multiplicando estos dos factores, obtenemos 

(¿ay (22) = {lz — (a+ bi) [z — (a — biy = 
= [12 — z (a +bi)— z (a — bi) +a? -4+ b] = 
[2° —2az 4- at 4- bF = (124-2px +q)", 
donde p = — a. q = aè 4- b°. 3 

Así pues, el producto de los correspondientes factores a las raíces 
complejas conjugadas puede representarse en la forma de un trino- 
mio de segundo grado de coeficientes reales. Procediendo de un modo 
análogo con las del aíces complejas, escribamos la representa- 
ción (2) en la forma 
Q() = A (z—ay (1— p) ... (12+ 2pz +q)' (*42u2 40)" -.. . (3) 

En el álgebra superior se demuestra el siguiente teorema: si una 
función racional Ro en la relación (1) tiene en el numerador un grado 


del polinomio menor que el grado del polinomio en el denominador y el 
polinomio Q (zx) está representado en la forma (3), esta función puede ser 
representada únicamente en la forma 


R(z) A, A, Mj2+Ny 
da ut > o E EE] 

g MztN, Myz+ Ny 

MS Ó (24 2px +a)" ý “a 


donde Ay, Ags Aro y Mis Nis Mas Nas cs Mo No o-o 
son ciertos números. El desarrollo (4) se llama desarrollo de una fun- 
ción racional en fracciones elementales. 
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La igualdad (4) tiene lugar para todos los valores de z que no sean 
raíces reales del polinomio Q (z). 

Para determinar los números Az, As, + © a Ar -o Mi Nao 
2.0 My Nos . > «> multipliquemos ambos miembros del desarrollo 
(4) por. Q (z). Puesto que la igualdad entre el polinomio R (z) y el 
que se obtendrá en el segundo miembro es válida para todos los valo- 
res de z, los coeficientes de los grados iguales de z son iguales entre 
sí. De este modo obtendremos varias ecuaciones de primer grado de 
las cuales determinaremos los números desconocidos Ay, Ay, >- . 
260 Apra Mas Wasi ¿Ma Nes El método expuesto 
de determinación del desarrollo de una función racional se llama 
método de coeficientes indeterminados. 


O Ejemplo 1. Desarrollar la función racional -p2 py en 
fracciones elementales. 


Resolución. Puesto que 23 — 5z + 6 — (z — 3) (z — 2), según 
la fórmula (4) tenemos 


valdad por z? — 5z +6, 


Multiplicando ambos miembros de la i 
resulta 


2z—1 A (x — 2?) + B (z — 3), o bien 
(A + B) z — 2A — 3B. 


Igualando los coeficientes de los grados iguales de z, obte- 
A 


nemos las ecuaciones de primer grado: ( 241381, de donde 
2443 > 


Ejemplo 2. Hallar el desarrollo de la función racional ¿pp 


en fracciones elementales. 
Resolución. Puesto que el trinomio de segundo grado zè +1 
tiene raíces complejas, según la fórmula (4) tenemos 
Pa _ A , Bz4C , DiFpE 
z@y z PH w+ 
Multiplicando ambos miembros de la igualdad por z (7% 41), 
obtenemos 


zt—1 = A (+ 1)? (Bz +C) + 1) (Dr t E) z 
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o bien 
241 (44 Bras q Ca? (24 
(C+ Ejz+A 


Comparando los coeficientes de 2%, zt, 2%, z* y 2%, llegamos al siste- 
ma de ecuaciones 


B4 D) 4 


mi 


A= —1, B=14, C= 
ado tiene la forma 


Resolviendo este sistema, encontr: 
D = 2, E - 0, por eso el desarrollo b 


ni Es S. 2z 
E T PA. 
De lo expuesto se deduce que el problema de integración de la función 


(1) se reduce a la integración de la función racional w (z) = 
art q... > Am Cuya inte es tabular 


qm zm 


pr ta 


$ w(x) dz = dp E Hamt +C 


m 


; se P Ri 
y a la integración de la función racional eS lo que, a su vez, se redu- 


co a la determinación de las integrales de los cuatro siguientos tipos: 


1. f HL dr Aln ja) +C. 


Pi A r 
1. | ay tte Fm HE r>. 
Az+B 
m. ir 
+ B 
Wip >! 


En este caso el polinomio x* + 2pz + q no tiene raíces reales, ya 
que p? — q <0. 

Calculemos la integral de tipo IHI que figura entre las que se en- 
cuentran con frecuencia en la práctica. 

Separemos del trinomio en el denominador el cuadrado perfecto: 


z? 4 2pr +q = (£ + p° +q p 


1), Las integrales de tipo 1 y II se calculan, integrando con ayuda de la sus- 
titución £= z — a. 
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Este desarrollo sugiere la sustitución z+ p= t r=t— p, 
dz — dt. Luego, q — p? =h >0 y pasemos a la variable t. Como 
resultado la integral se transforma reduciéndose a la forma 
AH BO qp È ABAD 
arre z= EL 


ta E +B—Ap | = 


BHA 
En el segundo miembro la primera integral se calcula inmediatamen- 
te 
H= [24h 40 = ln |24 2pz +g) +C. 
La segunda integral se calcula con ayuda de la fórmula XIII de la 
tabla de integrales principales. 


6r+5 
O Ejemplo 3. Calcular la integral $ A 
Resolución, Soparemos en el denominador el cuadrado perfecto: 
z? + 4r +9 = (z +2) +5. Hagamos la sustitución z + 2 = t, 
z = t — 2, dz = dt; como resultado obtenemos 
6-45 6245 T 
j HAD j man dd $ 
35 pan 3In(2+5) 
| 7 | ay e5) mE arcta 


assi a la variable z, resulta 
6r+5 9 F. 7 z 
| A 3 +49) arctg EC. e 
Ahora pasemos a calcular la integral de tipo IV 
Azr+B ak 
$ (24 2p2 + a)" dz, q—p?>0, r>1. Introduzcamos una nueva 
Variable: 


„z=: Vio pp, di=Vq=pidz. (5) 


Luego tenemos 
+p? — 2+2p2449 
—r RRA (6 
De esta manera, utilizando la sustitución (5) y tomando en con- 
sideración (6), obtenemos 


Ar+B _ ( AVI- 

| tr lr VT 
=$ MEN q 
SÍ 4197 


n44= 


q- dz = 


Var: 
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donde M y N son los números constantes cuyos valores están claros 
si se examina la penúltima igualdad. A la segunda integral de la últi- 
ma igualdad se le puede aplicar la fórmula recurrente (véase el 
3, fórmula (6), poniendo en la primera de las integrales 
resulta 


1 
Apt 


O Ejemplo 4. Calcular la integral ¡E 
Resolución. Pongamos 3 == do donde z=1+ 
+22, dz =2dz y 2—214+5=4(2+1), por consiguiento, 


f 5z+3 de= j 5(14-20)+3 2di= 


ES ESTI) 
=Í 10+8 95 zdz +$ dz 
=I seg j EHF EF 
Pero 
ade 241 
$ RENT TAE? 
de z 1 i 
|r TEF AS 
Por lo tanto, 
5143 5 1 z 
¡eater 


+ arctg 240 y + esa + O. 


Retornando ahora a la variable z, obtenemos 


5143 227 1 z—i 
A a (E) +0. e 


Así pues queda determinado que la integración de toda función 
racional se reduce a la integración del polinomio y de un número fi- 
nito de fracciones elementales cuyas integrales se expresan por fun- 
ciones racionales, logaritmos y arcos tangentes. Con otras palabras, 
toda función racional se integra en funciones elementales. 
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Ejercicios. Calcular las siguientes integrales: 
dz. (Resp. 21n |2—2|—In |2—3|+C.) 


Je 


IA > 
2. a (Resp. In Jz—2]-+1n |z 4-5] +C.) 


34223 
3. (AR (Resp. 31n |z| +1n J2—1]— 


— In j2+1]-+C.) 
A. i e A (Resp. z+- 1n z| —- In 2214 


z3 — 5204-07 
in 12314.) 


| 3 
p aitite A ES 


n (a24 2r- 10)— arctg El + 


F5z+2 
6. o t (Resp. 


s at. -4| Lar 2) 


10. ¿EE dz. (Resp. ln (21 In (14 + 


z (1-4 z3)? 
¿3 ” 
+ F arctgs+ C.) 
3245 21 
1 $ ra" dz. (Resp. A) 


En conclusión note que los métodos de integración considerados 
no agotan todas las clases de las funciones elementales integrables 
de modo analítico. Al mismo tiempo de lo expuesto se desprende que 
técnicamente la integración es más complicada que la derivación. 
Se necesitan ciertos hábitos e inventiva que no se adquieren sino por 
la práctica de resolución de un gran número de problemas. Además, 
si la derivación no nos lleva fuera de la clase de las funciones ele- 
mentales, al integrar existen tales funciones elementales (por ejem- 


sen Ss A 
plo e-=* > ERZ ote.) cuyas primitivas noson funciones elementales. 


330 Capítulo 6. Cálculo integral 


Tales primitivas están bien estudiadas, sus valores están calculados 
aproximadamente, para ellas están hechas tablas y gráficas. 


PREGUNTAS DE AUTOCONTROL 


1. ¿Cómo una función racional se desarrolla en fracciones elementales? 

2. ¿Qué es el método de coeficientes indeterminados? 

3. ¿A las integrales de qué tipos conduce la integración de una función 
racional? 

4. Citos 
funciones «e 


un ejemph 


las funciones elementales cuyas primitivas no son 
mentales. 


$ 6. Integral definida 


1. Definición de Ja integral definida. Supongamos que la función 
y = f (2) está definida sobre el segmento la, bl, a < b. Dividamos 
este segmento en n partes arbitra- 
rias por los puntos 


4-4 <<< 
RAE 
22. < E =b 


Designemos esta partición con T y 
llamaremos puntos de partición los 

Zi <> Zn. En cada 
segmentos parciales 
lzi xi] escojamos un punto 
Fig. 177 arbitrario Es (21 < E< 2:). Con 
Az, designemos la diferencia z; — 
— zi, que llamaremos longitud del segmento parcial [z;-, zil. 

Planteomos la suma 


Ex A 


Ola EE E An 


o= fE) A+ 1) Arat +1 (En) Aza = Y PEDA (0) 


que denominaremos suma integral para la función f (z) sobrola, bl, 
correspondiente a la partición dada de la, b) en segmentos parciales 
y a la opción dada de los puntos arbitrarios £. El significado geomé- 
trico de la suma ø es evidente: es una suma de las áreas de los rectán- 
gulos que tienen por bases Az, ATs, - . ., Az, y por alturas f (E), 
Í (EY s f Èn) si f ()>0 (fig. 177) 5 

Designemos con 2 la longitud del mayor segmento parcial de par- 
tición T: A = máx {Az;}. 

1<i<n 
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Definición. Si eziste el límite finito I de la suma integral (1) 
para dk=>0, este limite se llama integral definida *) de la función 
f (2) en el segmento la, bl y se designa del modo siguiente: 


» 
po $ F(2) dx 3) (2) 
o bien s 
» * 
$ 1 (2) dz = lím Y f Ẹi) Azı- 
a iat 


En este caso la función f (z) llámase integrable en la, bl. Los nú- 
meros a y bse denominan límites de integración inferior y superior, 
respectivamente; f (2) se llama función subintegral y x, variable de 
integración. 

Es necesario hacer va que tiene Lugar un paso 
límite no del todo ordinaris n dada de la integral defi- 
nida se parece, por su forma, a la primera definición del límite de 
una función «en el lenguaje de las sucesiones, donde en vez de la fun- 
ción está la suma integral (1) la cual es una variable que depende de 
A. Efectivamente, supongamos que el segmento la. b] se divide suce- 


do, por tercero, ete. Entonces la longitud del segmento mayor en ca- 
da caso disminuye À -+ 03) e n= œ. Así. pues, obtenemos 
una sucesión de particiones ft, } en la cual À, O y se puede 


dar la definición de la integı 
nes» ya conocido: la función f (2) se lama integrable en la, bl 


toda sucesión de particiones {t„} en la cual lim), -O la sucesión 
correspondiente de las sumas integrales fo, y tiende siempre hacia un 


mismo límite 1 


A On- 

Se puede dar la definición de la integral definida también «en el 
lenguaje e — 0»: el número Í se denomina integral definida de la fun- 
ción f (x) en un segmento la, bl si para cada e >U eziste $ >0 tal que 
para A< ô (o sea, el segmento está partido en partes cuya longitud 
Az; < ô) independientemente de la opción de los puntos E; se cumpla 


1) En algunos manuales, donde la integral indefinida como conjunto de las 
funciones de la forma F (z) + C se lama «primitiva» la integral definida se de- 


nomina sencillamente y 
2) Se lee: «la integral definida de f (z) entre a y b respecto a dz». 
3) En vez de % — O sería incorrecto escribir n — co, ya que se puedo citar 


un ejemplo (piense ¿qué ejemplo?) cuando el aumento de los puntos de partición 
de [a. b} no significa obligatoriamente que todos los valores Az, decrecen indofi- 
nidamente; en cambio, si } — 0, todos los valores Ar; — 0 y obligatoriamente 


no. 
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la desigualdad 


» 
Y 160 Am 1|<e. 


Se puede demostrar la equivalencia de ambas definiciones por 
analogía con la de dos definiciones del límite de una función. La 
definición dada «en el lenguaje de las sucesiones» ofrece la posibilidad 
de extender los conceptos fundamentales de la teoría de los límites 
a este nuevo tipo del límite. 

De la definición de la integral definida se desprende que la mag- 
nitud de la integral (2) depende únicamente del tipo de las funciones 
1 (2), y de los números a y b. guiente, si se prefijan f (x) 
límites de integración la integral (2) se define univocamente y 

número. 
, O Ejemplo 1. U 
f Cas, donde C es cierto número. 


E 


lizando la definición, calcular Ja integral 


Resolución. Partamos el segmento la, b} en z partes arbitrarias 
por los puntos 14=%<Z<Z¿I...< aLL., 
. «<p b y planteemos la suma integral correspondiente (1). 
Puesto que la función subintegral f (z) = C es constante, para toda 
opción de los puntos intermedios E, obtenemos la suma integral de la 
forma 


o=CAx,+CAx,+...+CAr, = È CAz;. 
Luego tenemos 
Y CAz, =C Y Ax, = 
a a 


= C (z: —a) + (2411) +... + (b— zn)] = C (b— a). 


Vemos que la suma integral para la función dada no depende de la 
partición ni de la elección de los puntos £, y es igual a C (b — a). 


or consiguiente, su límite para 2 = máx (Az,)>0 es igual a 
1<i<n 


la misma magnitud. 
Así pues, por definición 


è 
| Caz = im Y CAz; =C(b—a). 
a zos. i=1 

Ejemplo 2. Utilizando la definición, calcular la integral 


1 
dz. 
pais 
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Resolución. Partamos el segmento [0, 1] en n partes iguales 
(en el caso dado esto es cómodo) por los puntos Ô = Zo < t< 
LiL. <<<... Tn = 1. La longitud de cada seg- 
mento parcial Az, =4/n. En este caso si n--o0, entonces 


A= máx {Az} = 0 y al contrario. En calidad de puntos 
iian 
intermedios E¿(%,.,<E<;¡) tomemos los extremos derechos de 


los segmentos parciales: E = z; = 7 (1=1,2,.... mn, Plantee- 
mos la suma integral correspondiente, (1)* 


o= J isn = J LLL (+24... +) = Mide nel 
Calculemos el límite de la suma integral para n -=> co. Obtenemos 


n+i ttim 1400 
Km E TA 


noo 


=lím 


neo 


Por consiguiente, según la definición, 
1 


| zdz = lim > tAn =$. . 

ij EE, ims 

Ejercicio. En el ejemplo 2, muéstrese que para otra opción 
de los puntos intermedios E, (por ejemplo, $, ==. son los 


extremos izquierdos de los segmentos parciales) el límite de la 


suma integral y, por lo tanto, la magnitud de la integral 
dada no cambian. 


2. Propiedades fundamentales de la integral definida, La 
> 


integral $ f(x) dz fue introducida para el caso a<b5. Generali- 
cemos el concepto de integral definida para el caso cuando a=b 


y a>b. 
4%, Si a=b, entonces, por definición, suponemos 


| 17 dz=0. (3) 
a 
Si a >b, entonces, también por definición, 


í 1()dr= ài F(2) az. (4) 


a è 
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2, Cualesquiera que sean los números a, b y c, siempre tiene lugar 
la igualdad 


[riraz= Í ræaz+ $ reaz: (5) 


(aquí y a continuación se supone que las integrales que forman parte 
de las fórmulas a demostrar existen). 

O Demostración. Admitamos primero que a < c < b. Puesto 
que el límite de la suma integral o no depende del método de parti- 
ción del segmento [a, b], llevaremos a cabo la partición de un modo 
tal que el punto c siempre sea un punto de partición de la, b]. Si, por 
ejemplo, e = Zm, entonces o se puedo partir en dos sumas: 


o= Š J&A = $ 16)42+ Y 16047. 
2 a La 


En la última igualdad, pasando al límite para A — 0, obtendremos 
precisamente la igualdad (5). 

La esencia de la propiedad demostrada consiste en que la inte- 
ga definida sobre todo el segmento es igual a lasuma de las integra- 
les sobre las partes del mismo. 

Para otra disposición de los puntos a, b y c la demostración se re- 
duce fácilmente al caso considerado. Supongamos, por ejemplo, 
a< b< c; entonces, según lo demostrado, tenemos 


[ramal raz $ Faz, 


a a > 


de donde, teniendo en cuenta (2), obtenemos 
» i $ : è 
frwd f 1003021 jjdz= | sledz f Fa) dz, 


o sea, otra vez hemos llegade a la ecuación (5). W 
3%. El jactor constante puede sacarse fuera del signo de la integral 
definida, o sea, 
è b 


| tajar =k | 1(2) az. (6) 


D Demostración. Efectivamente, para toda partición del seg- 
mento la, b] y para toda opción de los puntos E; 


ÈH E) Azi =k Y f Èo Ar. 
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Pasando al límite para A—>0, tenemos 
è 


| kt (a) dz = lím J; Af (E) Az, = lím k J; f @i) Az, = 
me ša aeo imt 


B è 
=t lim D ftjAu=t $ KOLA 


o sea, queda obtenida la igualdad (6). @ 
4°. La integral definida de una sumaalgebraicade funciones es igual 
a la suma algebraica de sus integrales, o sea, 


è è è 
| F) gadr = | 7 (2) dr + | g (az). 


O Demostración. En efecto, para toda partición del segmento 
la, öl y toda opción de los puntos E: 


21660 gE Ar = Y SED Ari + Y 860) Az. 
Puesto que 
a ? a è 
ln Y 16900 = | pdz y Un D gE Az = f e dz, 


obtenemos que 


? . 
Y 1) £ g (2)1d2 = lim Y) 116) +8 R Az = 
` a 


n a b è 
“iaa 1() Azi +2 g (E) Ar, = f Hudr+Ñ f g(z)dz. E 


Observación. La propiedad 42 tiene lugar para todo número 
finito de sumandos. 
3. Estimaciones de las integrales. Fórmula da valor medio. 
1%. Si por doquier sobre el segmento la, b] la función f (z) > 0, 
entonces 


è 
| 1@az>0. 


C Demostración. En efecto, toda suma integral o para la 
función / (z) en (a, b] no es negativa, ya que 


1€)>0, At, =2;—2,,>0, ¿i=1,2,...,n. 
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Pasando al límite para 40 en la desigualdad > f &;) Ax,>0, 
a 


obtenemos 
è 
f {(z)dr>0. E 


2°. Si por doquier en el segmento la. bl f (z) <S g (2), entonce* 


» » 
f rwar] g(z)dz. (m 


DO Demostración. Aplicando la estimación 1% a la función 
8 (2)—1(2)>0, tenemos 
| ie) —/ (21 d7>0. 
2 
Pero, conforme a la propiedad 4*, 
| te(o—/ardz= | atar | /@)ar>0, 
de donde obtenemos la desigualdad (7). W 
3°, Para la función f (z) definida en el segmento la, b) tiene lugar 
la desigualdad 


[f rar] h 111 dz. 6) 
Demostración. Aplicando la estimación 2a a las desigualdades evi- 
dentes 
-IIK DKI E 
e integrándolas término a término, al tener en cuenta la propiedad 
3a, resulta 


» » » 
$ Ma 102<Í 1(07</ 11(01 dz, 


lo que es equivalente a la desigualdad (8). W 
Corolario. Si por doquier en el segmento la, bl a < b, |f(0)1< 
<k, entonces 
è 
[$14 |<:0—a. (0) 
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D Efectivamente, de la desigualdad | f (x) |<% y de las esti- 
maciones 24 y 32 se deduce que 


3 o è R 
I IS dz | kdz =k | de, 


de aquí, tomando en consideración que 


(10) 


obtenemos la relación (9). MI 
4°. Sim y M son, respectivamente, los valores mínimo y máximo de 
la función f (2) en un segmento la, bl, a < b, entonces 


» 
m(b— a<f (2) dz <M (b—a). (10) 


O Demostración. Según la hipótesis para cada z € la, b| tene- 
Mos 

ms f (z) < M. 
Aplicando la estimación 2 a ostas desigualdados e intográndolas Lér- 
mino a término, resulta 


$, b o 
m $ rf [()dr<M $ dz, 


de dondo, teniendo en cuenta (10), obtenemos las desigualdades (11). M 

Teorema 6.4. (del valor medio). Si la función f (x) es continua en 

un segmento la, bl, entonces en este segmento existe un punto c tal que 
ñ 


| reaz = f(e) (0—a). (12) 


La fórmula (12) se llama fórmula del valor medio. 


Demostración. Puesto que / (z) es continua en la, b], contorme 
al segundo teorema dle Weierstrass existen números m y Af tales que 


min f (2) = m<f(2)<M =máx f (x). 
La, bi fa, tb] 


De aquí, según la estimación 4%, encontramos 


è 
mb— oxi J (z) àt <M (b—a) 
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y, por consiguiente, 
» 
$1 (2) dz 
mxstr M. 
Pongamos 


b 
f t (a) dz 
ST =r (MSM). 
Puesto que u está comprendida entre los valores mínimo y máximo 
de la función continua / (z) en la, b) (fig. 178), conforme al teorema 
4 sobre el paso de una función 
por todo valor medio existe un punto 
¿€ la, bÌ tal que f (c) = p. Por eso 


» 
Y fix) dz 
mr =10, 
lo que es equivalente a la igual- 
dad (12). MW 

La magnitud f (c) en la fórmula (12) 

Fig. 1784 so llama valor medio de la función 1(4) 
en el segmento la, b). 

Observación. El teorema del valor medio tiene un significado 
geométrico claro: Ja magnitud de la integra) definida para f (4) >0 
es igual al área del rectángulo que tiene por altura f (c) y por baso 


b— au. 

4. Condiciones de existencia de la integral definida. 

Teorema 6.5 (condición necesaria de la integrabilidad de una fun- 
ción). Si la función j (x) es integrable en un segmento la, b), ella está 
acotada en este segmento. 

O Demostración. Supongamos lo inverso, o sea, admitamos que 
f (2) no esté acotada en la, bl. Moslromos que eu este caso la suma in- 
togral o puedo, a costa de la opción de los puntos É1 Es, +. -+ Ens 
pena tan grande como se quiera para toda partición del segmento 
a, bl 

Efectivamente, puesto que f (2) no está acotada en (a, 6), para 
toda partición de) segmento (a, b) ella posee esta propiedad aunque 
sea en un solo segmento parcial, digamos en Az, Entonces escojamos 
en los demás segmentos AZ, Aly, .... Az, arbitrariamonto los 
puntos Ex, Ëm - . -. En y designemos 


o 


Ea) Azet f E) Arat -o +4 En) Atn 
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Luego tomemos E, en Az, tal que 
KMS 
ren, 


donde M es todo número dado que a ciencia cierta es positivo. Esto 
se puede hacer, puesto que f (z) no está acotada sobre Az,. Entonces 


1/69 l Anl] +M y 101 =176) Ax, + 
+01 > lf Èd l Antio 1>M 
o sea, la suma integral g es, en valor absoluto, mayor que todo nú- 


mero prefijado. Por esta razón la suma integral o no tiene un límite 


finito y esto significa que la integral definida de una función no aco- 
tada no existe. W 


Observación. El teorema inverso no es justo, o sea, la condición 
de que la función f (x) estó acotada es necesaria pero no suficiente pa- 
ra su integrabilidad. Aclaremos esta afirmación, citando un ejemplo. 
Consideremos la función de Dirichlet en el segmento (0, 1]: 

( 1 si x es racional, 


O sie es irracional. 


1(%) 


función de Dirichlet está, evidentemente, acotada. Sin embar- 
go; no es integrable en (0, 1]. Mostrewos esto. Si para toda partición 

cl segmento [0, 11 se eligen los puntos E; (2; < E, < x,) como racio- 
nales, resulta 


y si se toman E, como irri 


jonales, se tiene 
o= Ñ 16)4z, = E 0-47, =0. 


Así pues, en caso do la partición en segmentos tan pequeños como 
se quiera la suma integral puede tomar tanto el valo ignal a 0 como 


el valor igual a 1. Por eso para A — 0 la suma integral a no tiene un 
límite. 


idente que para la existencia de la integral de- 
finida de cierta función f (x) esta última, además de estar acotada, de- 
be poseer propiedades adicionales que aseguren su integrabilidad. 

Teorema 6.6 (condición suficiente de integrabilidad de una 
función). Si la función j (e) es continua en un segmento la. b), ella 
es integrable en éste, o seu, para cada e > Ù existe ô >Ù tal que 
para A<Ó se cumplo la desigualdad 


(13) 
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O Demostración. Puesto que la función /(z) es continna en el 
segmento (a, bj, conforme al teorema de Cantor ella es también 
uniformemente continua en este segmento, por lo tanto, para cada 
e>0 existe 8>0 tal que para Cada dos puntos z' y "E [a, dl 
¿ve satisfagan la desigualdad | z” — z’ | <- ò se cumple la desigual- 
qa 


VEEN (14) 
Mostremos que esto os precisamente tal ò con que la desigualdad (13) 
se cumple para A < ĝ. 
ea t la partición del segmento la. b} en segmentos parciales 
[rias zi} cuya longitud Az, < A < ô. Aplicando el teorema del va- 
Jor medio a cada uno de Jos segmentos Lz, q. zl, resulta 
bo 


Y Odes EAn SES, (1, A Mo 


Biar 


Sumando estas igualdades concernientes a todos los segmentos parcia- 
les [z-i 2/1. tenemos 


. b 
Y [10 eo 
pa A 


donde o* = Y /(E)Az¡. Tomemos ahora en cada uno de los 


segmentos |i T] un punto arbitrario E,. Entonces 


o= h Iaz = o—0o* = D 16373 1 Ar, = 
Z a 


Me 


1 ED — I EN Ar. 


Puesto que |Ẹ — Er SAT; KÀ <ð, enton 
ración la desigualdad (14), obtenemos 


, tomando en conside 


Y 16) 05—1|< 


i= 


osea la desigualdad requerida (13). E 

Como so deduce del teorema, la condición de continuidad de la 
función en el seginento la. b] es la ¡ción suficiente de su integra- 
dad. Sin embargo, esto no significa que la integral definida oxiste 


$ 7. Integral definida con límite superior variable EH 


sólo para funciones continuas. La clase de funciones integrables es 
mucho más amplia. Por ejemplo, se puede demostrar que existe una 
integral definida de las Innciones que tienen un número finito de los 
puntos de discontinnidad *). 


PREGI 


'AS DE AUTOCONTROL 


1. ¿Qué es la pari 
2: ¿Qué es la suma integral de la función / (x) en el segmento (a, b] y on 
ó consiste el significado geométrico de esta suma? 
Dese la defini tegral definida como límite de lu suma inte- 
gral. ¿Por qué en vez de À o so puede escribir n -> oo? 

4. Enúncionse las propiedades fundamentales de la integral definida. 
Demuéstrese la propiedad 24 para el caso en que los puntos se disponen del modo 
siguiente: b < e < a. 

5. Nombro las cstimactones de las integrales. 

» 


6. Sea $ J (a) de >0. ¿se deduce de aquí que / (2) >0 sobre (a, bJ? 


7. Fnúncieso el teorema del valor 


B. ¿Por qué en la fórmula del valor (12) el punto e no puedo con- 
siderarse, arbitrario? 
9. Cítese un ejemplo cuando la fórmula ($2) es válida para todo punto 


«Ela, bl 
10. Enúncicse la condición necesaria de integrabilidad de nna función. 
14. ¿Es integrable toda función acotada? Arguméntese la respuesta citando 

un ejemplo. 

12. Enúncieso la condición suficiente de in ogra! 
13. Cítese el ejemplo de una función integrabil 


ilidad de una función. 


$ 7. Integral definida con límite superior variable 


Hasta ahora hemos considerado la integral definida con los limi- 
tos de integración constantes a y b. Si varía, por ejemplo, el limite 
superior, sin salir del segmento fa, bÌ, la magnitud de la integral cam- 
biará. Con otras palabras, la integral con el límite snperior variable 
os la función de su límite superior. 

Así pues, si tenemos la integral 


$104, ((<z<0) 


con el límite inferior constante a y con el límite superior variable z, 
Ja magnitud de esta integral es función del límite superior z. Desig- 


1) Véase el libro: V. S. Shipucher. Matemática superior, M., 1985, en ruso, 
2) Para comodidad, aqui la variable de integración se designa con letra £, 
ya que con letra z está desiguado ol límite superior de integración. 
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nemos esla función con W (z) (fig. 179), o sca, pongamos 
o=] fdt (mM 


y llamémosla integral con el límite superior variable. Geométricamen- 
te la función (D (z) es el área rayada de uu trapecio curvilíneo 


iento de x el área del trapecio 
curvilíneo aumenta. 

Ahora consideremos el teorema funda- 
mental de los cálculos diferencial e inte- 
gral que establece Ja relación entre la 
derivada y la integral. 

Teorema 6.7. La derivada de la inte- 
gral de una función continua respecto al 
límite superior variable existe y es igual al 
valor de la función subintegral en el punto igual al límite superior, o 
sea, 


Fig. 479 


o= ($ 109) = ri). e 
O Demostración. Tomemos todo valor z € la, b] y le asignemos 
un incremento Az 0 tal que z + Az € la, bl, o sea, a< z + Ar 
< b. Entonces la función % (2), definida por la expresión (1), obten- 
drá un nuevo valor 
ria 
D (z4 åz) = $ Fat. 


Conforme a la propiedad 2% de la integral definida (véase el subp. 2 
del $ 6) tenemos 


£ sx 15% 
(0442) = È (Ddr+ | 10d=0()+ f HOLA 


De aquí encontramos el incremento de la función @(z): 
=+ax 
(z+ Az)— U (1) = f fit)dt. 


Aplicando el teorema 6.4, resulta 
O (z + Az) — 0 (z) = f (c) Ar, 
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donde c es el número comprendido entre z yz + Az. Dividamos am- 
bos miembros de la igualdad por Az: 


DERA (9. 


Si ahora Az —> 0, entonces c — z; en este caso, en virtud de la con- 
tinuidad de la función f (z) en la, bl, f (c) — f (2). Por esta razón, 
pasando al límite en la última igualdad para Az —> 0, obtenemos 


lím 2er = lím f (e) = lím f (0) =/(x) 
arzo aa 


Aro 
o bien Dd (2) = f (z). m 

Por lo tanto, queda determinado que toda función f (z) continua 
en un segmento la, b} tione una primitiva en este segmento, con la 
particularidad de que la función Q (z) (la integral con el límite supe- 
rior variable) es primitiva para / (x). Puesto que toda otra primitiva 
paca la función f (z) puede distinguirse de W (z) sólo en constante 
{véase el tooroma 6.1), queda establecida la relación entre las inte- 
grales indefinida y definida: 


$ Hz) dz Íroa+c, 


donde C es la constante arbitraria. 

En particular, del teorema se deduce que @ (z) es una función con- 
tinua sobre el segmento la, b]. (Explíquese ¿por qué?) El caso cuan- 
do la integral definida Liene ol límite inferior variable y el Hite su- 
perior constante se reduce fácilmente al examinado con ayuda de la 
propiedad 18 (véase la fórmula (4), $ 6). 


PREGUNTAS DE AUTOCONTROL 


1. ¿Qué función se llama integral con el límite superior v 
consiste su significado geométrico? 

2. ¿A qué es igual la derivada do la integral respecto a su límite superior? 
Demuéstrese el teorema respectivo y explíqueso por qué éste se considera funda- 
mental en el cálculo diferencial e integral. 


blo? ¿En qué 
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El cálculo de las 
do en la determinac: 


integralos definidas mediante el método funda- 
de la integral como límite de la suma inte- 
dificultades. Por esta razón existe un otro mé- 
s cómodo, de calcular las integrales defini- 
das, método basado en estrecha ligazón existente entre los conceptos 
de inlegrales indefinida y definida. 
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Teorema 6.8 (teorema fundamental del cálculo integral). Su- 
pongamosque la función f (x) es continua en un segmento la, bl. Enton- 
ces, si la función P (x) es cierta primitiva de dicha función sobre este 
segmento, es válida la siguiente fórmula: 


b 
f j (æ) dz =F (b)—F (a). 0) 


La fórmula (1) se Hama fórmula de Newion—Leibniz. 
O Demostración. Sea 4 (z) = f ft) di. Entonces, conforme 


al teorema 6.7, la función 4 (z) es primitiva para la función f (2) 
en el segmento la, bl. Así pues, F (2) y © (x) son dos primitivas de 
Ja misma función } (z) sobre la, bl. Puesto que las primitivas se dis- 
tinguen en constante (véase el teorema 6.1), o sca, 


D (z) = F (z) +C a<r<b, 


tiene Ingar la igualdad 


(IOa F+C, arch, 


donde C es cierto número. Sustituyendo en esta igualdad el valor 
de z = a y utilizando la propiedad 1a (véase la fórmula (3) del $ 6), 
tenemos 


o 
| 0 dt = P (a)-+C, 0=F()+C, C= -—F (a), 


o sea, para cada rEla, b} 


AOS 


Suponiendo aquí z=- b, obtenemos la fórmula (1).M 
¡a pun diferencia F (0) =F (0) suele escribirse convencionalmente en 
a forma 


F)? o bien (F (a)i; 


entonces la fórmula (1) se escribe así 


rors 
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Cabe subrayar una vez más que en la fórmula (1) como F (z) 
puede tomarse toda primitiva de la función f (z) en la familia F (2) + 


€ 

Así pues, la fórmula obtenida (1) establece, por un lado, la rela- 
ción entre las integrales definida e indefinida y, por otro lado, ofrece 
un método sencillo para calcular Ja integral definida: la integral de- 
finida de una función continua es igual a la diferencia de valores de toda 
primitiva suya calculados para los limiles de integración superior e in- 
Jerior. Esta fórmula abre amplias posibilidades para el cálculo de las 
integrales definidas, ya que el problema de caleular una integral 
definida se reduce al de calcular una integral indefinida que hemos 
considerado con bastante plenitud. 


r 

O Ejemplo 1. Calenlar la integral $ sen zdz. 

Resolución. Puesto que en calidad de una de las primitivas 
para la función / (x) = e la función Æ (2) =—cos z£, 
entonces, aplicando la tó Newton — Leibniz, resulta 

» 
$ sen + de 


= cosa — cosb. 


Ejemplo 2. Calcular la integral $ rar. 
3 
Resolución. Según la fórmula de Newton — Leibniz tenemos 
1 
$ ada 
id 


Ejercicios. Calcular las siguientes integrales: 
2 2 
1. | (621) dz. (Resp. 6). 2. GE. (Resp. m2) 
i 


v 
2 3 


3. | etas. (Hesp. c(e—1).) 4. f 


1 a 


dz 
Vite’ 


unas 


(Resp. \n (3+ V T0}.) 5. | sen zdz. (Resp. 2.) 


psani y 


6. f araz m t). (Resp EE 
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El siguiente ejemplo muestra que la utilización formal de la fór- 
mula de Newton — Leibniz, sin tener en cuenta las condiciones de su 
aplicabilidad, puede llevar a un resultado falso. 


i 
O Ejemplo 3. Calcular la integral $ 

ES 
Según la fórmula de Newton — Leibniz tenemos 


Resolució 


= arctg a É: arctg 1 —arctg (—1) = 


2 

al 
Aquí la fórmula de Newton — Loibni empleada correctamente, 
pague la función F (x) - arctg z es continua sobre el segmento 


1, f]yla igualdad F’ (z) = f (z) so cumple en todo este segmen- 
to. En cambio, si en calidad de primitiva de la función so toma 


F (2) = acctg É, Ja aplicación formal de la fórmula de Newton — 
Leibniz conduce a la igualdad 


d: [i 
f, > = arcetg Ll, =arcctd—arclg (—1) = Me 


Hemos obtenido un resultado falso, ya que 2/2 4 2/2. El error se 
debe a que para z == 0 la función # (z) -= arcetg Les discontinua y 
no puede sor primitiva. La fórmula de Newton — Leibniz ha de en- 
plearse cuando la primitiva F (z) es contiima en el segmento asigna- 
do. e 

Observación. La fórmula de Newton — Leibniz fue deducida su- 
poniendo que la función subintegral / (z) es continua. A ciertas co: 


diciones la fórmula de Newton — Leibniz puede emplearse también 
para las funciones discontinuas. 


PREGUNTAS DE AUTOCONTROL 


4. Demuéstrese la fórmula de Newton — Leibniz. 
2. ¿Por qué la fórmula de Newton — Leibniz so considera fundamental 
para ol cálculo integral? 


$ 9. Cambio de la variable en la integral definida 


Teorema 6.9. Sea f (x) una función continua sobre el segmento 
la, b]. Entonces si: 1) la función z = q (t) es derivable en lo, Pl y 
q" (t) es continua sobre la, BY; 2) el segmento la, b] es conjunto de los 
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valores de la función z = q (t); 3) q (a) = a y q (P) = b (fig. 180), 
es válida la fórmula 


b B 
¡ad | iee at. (1 


O Demostración. Según la fórmula de Newton — Leibniz 


» 
| Ha dr = F (b)— F (a), 


donde F (z) es cualquier prim para Ja función f (x) sobre el seg- 
mento [a, bl. Por otro Jado, i 

la función compuesta D (£) - 
Conforme a la regla de deriva 


función compuesta encon 
0) =P lg Oly O = f le Olg (0. 


De aquí se deduce que la función @ (t) os 
primitiva para la función fle (019 (0, 
continua sobre la, Bl, y por eso de acuerdo 
con la fórmula de Newton — Leibniz resulta 


g. 180 


į Fie Diq (8) dt = O (B)—0 (a) = 


r 
= F ip (BN—E Iy (091 = F (b)— F (a) = f {(z)dz. m 


La fórmula (1) se Iana fórmula de cambio de la variable o de susti- 
tución en la integral definida. 

Observación 4. Si al calcular una integral indefinida con ayuda 
de cambio de la variable debemos retornar de la nueva variable t 
a la vieja variable z, esto se puede no hacer, calculando una integral 
definida, ya que el objetivo consiste en hallar un número que en vir- 
tud de la fórmula demostrada sea igual a valor de cada una de las in- 
tegrales consideradas. 

O Ejemplo 1. Calcular la integral | eya zaz. 
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Resolución. Consideremos la sustitución r =a sen t.0<1< 
< x/2. Tal cambio de la variable satisface todas las hipótesis del 
teorema 6.9. Efectivamente, en primer lugar, / (2) 7 
es continua en el segmento 10, aj, en segundo Jugar, 
= a sen £ es derivable en 10, 7/21 y z; = a cos £ es continua en (0, 
al2l y. en tercer lugar, al variar t de O a 30/2 la función z = a sen t 
crece de 0 a a, con la particularidarl de que y (0) = 0 y q (1/2) = a. 
Puesto que dz := (a sen 1)! de — a cos t dt, entonces. aplicando la 
fórmula (1). obtenemos 


deal s 

ua f 
ma wa 

= | sonz2r de =5 Í (1—cos 4) d 
d 3 
E (t= son 4e) [jo o 


Observación 2. Al utilizar la fórmula (1) es necesario comprobar 
el cumplimiento de las hipótesis citadas en el Loorema. Si estas hipi 
tesis se infringen, el cambio de la variable según la fórmula indicada 
puede levar a un resultado errónoo. 


O Ejemplo 2. Caleular la integral $ de. 


” 
Resolución. Ceneinos { dx= e| =a. Por otro lado, 
$ 


lt 
) E sont z4 cosir Ko 


La sustitución ¿ = tg z conduce formalmente al siguiente resultado 


a x 
—( días) _ 
[d=] er 

y 
Hemos obtenido un resultado falso, ya que 1 40. Esto se debe 
al hecho de que la función t = tg z es discontinua para z = 1/2 y no 
satisface las suposi: 


40. Fórmula de integración por partes en la 


togral 349 


Ejercicio, 1) Hallar el error cometido al calcular la integral 
de una manera siguiente: 


(EL resultado es evid 


mtemente erróneo, la integral de la 
función (e >0) que en Lodas las partos es positiva resulta 


igual al número negativo —x/4.) 2) Culenlar la integral dada. 
(esp. ni4.) 


¿Por qué biar la variablo 
retornac a la vieja vmiable? 

Cítese uu ejemplo curudo el incumplimiento de los hipótesis del teo- 
rema 6.9 conduciría a un resultado erróneo. 


una integral definida se puedo no 


$ 10. Fórmula de integración por partes 
en la integral definida 


Teorema 6.10. Si las funciones u(x) y v (x) son continuas junto con 
sus derivadas u’ (x) y 1” (x) en un segmento la, b), es válida la fórmula 


r » 
$ ud uo | odu, a) 


%) Aquí las líneas verticales separan las notaciones auxiliaros. El cambio 
de los límites de integración es cómodo escribirlo en forma de una tabla 
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D Demostración. Puesto que las funciones v (z) y v (z) tienen, 
según la hipótesis, derivadas, entonces por la regla de derivación del 
producto 

lu (2) v (Y = u (£) 0 (£) + (2) u’ (2). 

De aquí se desprende que la función u (2) v (z) es primitiva para la 
función u (2) v (2) + v (z) u’ (x). Como la función u (x) v’ (z) + 
+ v (z) u’ (z) es continua en el segmento la. 61, la integral de ella 
existe, o sea, esta función es integrable sobre dicho segmento y por 
la fórmula de Newton — Leibniz 

b 

Ñ lu (2) v (z)+v (2) u (2)] dz = [u (2) v(2)1. 
De aquí, conforme a la propiedad 43 de las integrales definidas (véase 
el subp. 2 del $ 6), resulta 

è b 


$ u (a) v (2) dz | v (a)u' (2) de = fu (2) v (la 


o bien, lo que es lo m 


10, 
JO A 
judo wh) yo m 


o sea, obtenemos la fórmula (1). W 
La fórmula (1) se lama fórmula de integración por partes en la in- 
tegral definida. 
O Ejemplo 1. Calcular f ln z dz. 
i 


Resolución. Pongamos u=lnx, dv= ds, do aquí du = %, 


v=z y por la fórmula (1) encontramos 
f Inzde zine — $ 2 (om 0—ap= i 
1 1 


Ejemplo 2. Calcular f ze* dz. 


Resolución. Pongamos u=x, dv=e"dx, de aquí du = dz, 
v=e* y por la fórmula (1) tenemos 


Pedro = eP. 
i 


ze“ dz == xe* 


$ 11. Algunas aplicaciones de la integral definida EN 


1 
Ejemplo 3. Calcular N mergit; 


Resolución. Pongamos u = arctgz, dv=dz, de aquí du = 
d: A . 
=> v=x y según la fórmula (1) resulta 
f 


1 
f arctg z dz = z arctg z k~i 


=[varctga—F In (1 +2), =i v2 e. 


PREGUNTAS DE AUTOCONTROL 
k 


ada 


1. Demuéstrese la fórm 
2. ¿Dónde concretame 
de continnidad de las deri 


de integración por partes on la integral definida. 
ha utilizado en la demostración la hipótesis 
de las funciones u (r) y v (2)? 


$ 11. Algunas aplicaciones de la integral 
definida en la física y en la geometría 


1. Area de un trapecio curvilíneo. Supongamos que en el plano 
Ozy se da una figura limitada por el segmento (a, b] dol eje Oz, por 
las rectas z = a, z = b y por la gráfica de una función continua no 
negativa y = f (z) en la, bl. figura se Mama trapecio eurvilíneo 
cuya área S !) puede ser calenlada según la fórmula 

b 
Sx $ Fa) dz. a) 

O Demostración. Dividamos arbitrariamente el segmento la, b] 
en n partes por los puntos a = Tg < 1y <L La L.. . Zig < t < 
Lere Za b, escojamos en cada segmento parcial [zii 
zil, i = 1, 2, ....n, un punto E, (zia < E< z) y examinomos la 
figura escalonada (fig. 181). Supondremos que su área es aproximada- 
mente igual al área S del trapecio curvilineo 


sæ 2 1) Ar, 


donde Az; = z; — 2;_1. Por lo tanto, homos obtenido la suma inte- 
gral a para la integral (1). Pnesto que la función f (z) es continua en 
El concepto de área de una figura plana arbitraria (así como ol de volu- 


Y 
men de un cuerpo y de Srva de una superticio) se considera en todo manual com- 
Pleto del análisis matemático. 
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el segmento la. bl, el límite de esta suma existe para À = 

¡máx (Arı) —0 y el área S del trapecio curvilíneo es numérica- 
<n 

menle igual a la integral definida de la función f(z) en fa, b]: 


e 
f ISE m 


M: Aiya 
Mn 2 f Gi) Az, 


Así pues, la integral definida de la función continua no negativa 
f(x) en la, bl es numéricamente igual al área del trapecio curvilineo que 


Z~ 


hhi 


BL 


fai 


U, 


zz 
h 


Fig. 184 Fig. 182 


tiene por base la, bl y está limitado superiormente por la gráfica de la 
función y = f (2). En esto consiste ol significado geométrico de la 

integral definida. 
O Ejemplo 1. Hallar el área de una figura limitada por la grá- 
=1 y por el eje 


En este caso si a = 1, entonces S = 1/2; si æ = 2, ontonces 
S = 1/3, etc. O 

Problemas más complicados roferentos al cálculo de las áreas se 
resuelven utilizando la propiedad do aditividad del área: se puede 
partic la figura en partes disjuntas y calcular el área de toda la fign- 
ra como suma de las partes de estas áreas. 

O Ejemplo 2. Hallar el área S de una figura limitada por las 
Tíneas y = z. y = 1/%, y = Ù, x = 3. 

Resolución. La figura dada puede ser examinada como trapecio 
curvilíneo limitado por el eje de abscisas, las rectas z = 0 y z = 3 
y por la gráfica de la función que en el segmento [0, 4] es igual a z 
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y en el segmento 11,3), a 1/2*. No es fácil escribir Ja primitiva de tal 
función. Bor esta razón dividamos el trapecio curvilíneo dado en dos 
partes por la recta z = 1 (fig. 183). Las área de estas partes pueden 
encontrarse fácilmente según la fórmula (1): 


1 
Conforme a la propiedad de aditividad del área, S = S, + 8, 
=7/6. e 

Para calcular las áreas de las figuras es útil, a veces, una propiedad 
más del área que se llama invariación respecto a los desplazamientos: 
las figuras iguales tienen iguales áreas. 


Fig. 183 Fig. 184 Fig. 185 


O Ejemplo 3. Hallar el área S de la figura limitada por las Jí- 
neas y = VT, y = 2, z = U. 

Resolución. La figura dada (fig. 184) será un trapecio curvilíneo 
si se refleja respecto a la recta y = z (fig. 185). En este caso la gráfi- 
ca de la función y = Y 7 se aplica en la gráfica de la función inversa 
y= x’ y larecta y =- 2. en recta z=2. Puesto que las figuras simé- 
tricas son iguales, tienen iguales áreas, por eso según la fórmula (1) 


tenemos 


Otra salución de esto problema puede encontrarse 
»bservando que la figura dada se complementa por un trapecio curvi- 
Zíneo (de abajo) basta obtener un rectángulo cuya área vale 8. Por esta 
razón 


23780 
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Esta solución es un ejemplo más cuando se ntiliza la propiedad de 
aditividad del árca: lo ligura dada se representa como «diferencia» 
de dos figuras más sencillas. 

El procedimiento de calcular las áreas. considerado en la obser- 
vación. puede onunciarse en una forma mås general. Supongamos 
que en el segmento (a, b] se prei des funciones continuas y, == 
= f (2) e Ya = fe (z), con la particularidad de que para todos los 
valores de æ de este segmento y, < ys. Hallemos el área de la figura 


s4 KJ 
AR 
a 


E) +C 


Fig, 186 Fig. 487 


limitada por las gráficas do estas funciones, así como por las rectas 
z=a y 2 = b (fig. 180). 
Si ambas funcionos son no negativas wa de la figura duda 
es igual a la diferencia de áreas de los trapecios curvilíneos limitados 
arriba por las gráficas de las funciones y -> fa (2), Ya = fi (2), res 
pectivamente, las rectas z = a y z = b y el eje de abscisas. Por con- 
siguiente, el áren S de la figura dada puede encontrarse así: 


b 


è è 
[jale)dz — $ h(2)dz = Uata) -f (a) de. (2) 


La fórmula (2) es válida para todas [unciones continuas y, == 
= fı (2) e ya = fs (2), no obligatoriamonte positivas. Efectivamente, 
si las funciones y, e ys pueden tomar también valores negativos (co- 
mo antes y, < y.) (fig. 186), añadiremos a ambas funciones una misma 
constante C que elegiremos tan grande que los gráficas de las funcio- 
nes Ya = fı + C o y, = fa + C resulten superiores que el eje de abs 
cisas (fig. 187). La figura 187 se obtiene do la figura 186 por la tras- 
Jación paralela y por esta razón tiene la misma área. A la figura 
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187 le es aplicable la fórmula (2): 


» è 
S= f 11.(0) +C102— | ih ()+Cldz= 
A : 
=$ 10.(2)+0) h (2)+C) dz. 


Puesto que Qa (2) + © — h @ + O = f (2) — h (2). la fr 
mula (2) es justa lambién para la figura 186. 
, O Ejemplo 4. Hallar el área de una figura limitada por las grá- 
ficas de las funciones y, = f (2) =£ 0 Ya = fa (2) = 2 — 2? (fig. 


). 
solución. En le fig. 188 so ve que de límites de integración sir- 
ven las abscisas de los puntos de intersección de las gráficas de las 
funciones dadas. Encontrémoslas. Para esto resolvamos el sistema de 
ecuaciones 
Y 
y=2— r. 


Como resultado obtenemos zı = z = 1. Encontramos ahora 
el área buscada con ayuda de la fecal (2): 


51 (0-93 dz = [2 . 


mplo 5. Hallar el área comprendida entro la parábola y 
Lo -Ei Ta tengoola a alla ca el panta (8,5) y el ela O: 

Resolución. La ecuación de la tangente a la curva 1 = 
— 2z + 2 en el punto Ë) e — 
Puesto que f' (2) = 22 32 = 4, obtenemos la 
ecuación de la tangente 4 4 (z — 3) o bien y = ár — 7. 
Como las ramas de la parábola están orientadas hacia arriba, ella 
se halla por encima de la tangente, o sea, z? — 2r + 2> 4z — T 
sobre el segmento [0, 3) (fig. 189) Según la fórmula (2) encontramos 
el área buscada: 


s $ (2204 2—(42—7)] de = 


g 


= Ñ (26240) da =[ LH 3224-92], 
è 


29 
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Ejercicios. Calcular las áreas de las figuras limitadas por las 


líneas: 


1. y=4—a%, y=0. (Resp. == 


(Resp. $ VIR.) 3. y=luz, r-e, y=0. (Resp. 1.) 


A. y=, y=2—2, (Resp. +.) 5. y=sen3z, y=0, 
donde O<<a/3. (Resp. 2/3.) Ò. ry =4, z= 
z=0, y=0. (Resp. 41n (4e).) 


Para calcular el área de un trapecio curvilíneo en el caso on que la 
Hrontera superior se da por las ecuaciones paramótricas £ =: p (t), 


Fig. 188 Fig. 189 
y =Y (f), aip on la fórmula (1) es necesario hacer el cambio 
de la variable, poniendo z - q (1). dx q” (t) dt. Entonces resulta 


[d 
=j roroa (3) 
> 


S 


donde a y f son los valores del parámetro ż correspondientes a los va- 
lores de z = a y x = b, o sca. a = q (a). è = q ( 

O Ejemplo 6. Hallar el área de una figura limitada por una onda 
de la cicloide ?) z = a (t — sen t), y = a (1 — cos t), OS t& 2n, 
y por el eje Oz (fig. 190). 


%) La cicloide es una eurva plana descrita por el punto M de una circunfe- 
rencia de radio a cuando ésta rueda, sin deslizarse, sobre wna recta. 
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Resolución. Según la fórmula (3) tenemos 
2a an 


(1—cos 1)? dt = 


1-+cos 2 


= el (1 —2 cos ep LESA 


` 


=e*[3 2 son £+ sen 2 y =30. e 
Sería interesante ob! 
fórmula para el área de 
O Ejemplo 7. Mos 
es igual a nA, 
Resolución. Planteemos la integral deseada. Para esto introduz- 
camos el sistema de coordenadas Ozy y examinemos el círculo de ra- 
dio R que tiene por centro el origen de coordenadas (fig. 191). Este 


ayuda de la integración la conocida 
ulo de radio R. 
«ue el área $ de un círculo de radio R 


Fig. 191 
círculo es conjunto de los puntos (z; y) cuyas coordenadas satisfac: 
la vela Una cuarta parte del círculo en el 

io curvilíneo limitado por el gráfico de la 
V REZAR, el eje Oz y las rectas r =0 y z- IR. Por consi- 


n 
fv 
$ 

Vamos a calcular esta integral. Hagamos la sustitución z 

sent, U< iS a/2. Vi 
la variablo, o sea, aclaremo 
ma 6.9, Tenemos: 

f} la función / (z) - VAT —2% es continua en el segmento 
(0, RI y la función z >- q (1) -- R sen t es derivable en el segmonto 
[0, 1/21: su derivada q” (1) - R cos t es continua en este segmento: 


dz. 


R 
ifiquemos la validez de tal sustitución de 
i se cumplen o no Jas hipótesis del teore- 
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2) al crecer t de O a x/2 la función y (1) = R sen t crece de 0 a 
R, o seu, el conjunto de los valores de la función z = q (1) es el seg- 
mento 10, R]; 

2) p (0) = V, q (1/2) = R. 

Por lo tanto, lasustitución z = Ji sen £ satisface todas las hipó- 
tesis del teorema 6.9. Aplicando la fórmula (1) del $ 9, encontramos 


R a2 
Ea f h rr F Ñ yV E REsentt R cost dt- 
i 3 
an ue 


=R f costra E A (1cos 20) de [14 son ay” 
è 


De suerto que homos obtenido la fórmula del área del círculo; 
Sale. 

2. Area de un sector eurvilíneo. Supongamos que la curva AB 
está prefijada en coordenadas polares por la ecuación 


p= pl ay 


con la particularidad de que la función p (q) es continua y no negati- 
va on el segmento la, P]. Llamaremos sector curvilineo a una figura 
plann limitada por la curva AZ y dos radios polares que constituyen 
con el cje polar los ángulos æ y $ (fig. 192). El área del sector curvi- 
líneo puedo ser calculada por la fórmula 


, 
S=4 | 0*(9) de (4) 


C Demostración. Dividamos arbitrariamente el segmento la, 
Pl en z partes por los puntos a “ELE TSE TAE 
<p L... <Q, = B, escojamos sobre cada segmento parcial 
loa, q, t = 1,2, ..., nun punto arbitrario Es (Qia < ES Pi) 
y construyamos los sectores circulares de radios p (Es). 

Como resultado hemos obtenido una figura en forma de abanico 
cuya área puede considerarse igual, aproximadamente, al área $ 
del sector curvilíneo: 


sy) E) Mi 
i 


donde AQ: = P: — Pi Así pues, hemos obtenido la suma integral 

o para la integral (4). Puesto que la función p° (q) es continua sobre 

el segmento la, fl. el límite de esta suma existe cuando 

= mes 1Aq/3 -> 0 y el área del sector curvilíneo es numéricamente 
¡En 
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igual a la integral definida de la función p* (p) en el sogmento fé, Pl: 
s 

1 

¿| wd. 


è 


De aquí se deduce la validez de la fórmula (4). 5 

O Ejemplo 8. Calenlar el área de una figura limitada por el eje 
polar y por la primera espira de la espiral de Arquímedes p = ap, 
donde a es un número entero (fig. 193). 


Fig. 193 

riar q de O a 2a ol radio polar describirá una 
curva que limita el sector enrvilíneo OABC. Por eso según la fórmu- 
la (4) tenemos 


2n 

a a 

Some = { Pip=-$ 
s 


Notemos que el punto C ostá alojado del polo a una distancia 
Por esta razón cl círculo de radio OC tieno el área igual a 


Awa = 3 


ada por el eje polar y la primera espira de la espiral de Arquí- 
medes es igual a 1/3 parte del círculo cuyo radio es igual al mayor 
de Jos radios polaros de la espira. Esta conclusión fue sacada aún por 
Arquímedes 

3. Longitud del arco de una curva. Supongamos que la curva plana 
AB se prefija mediante la ecuación y = / (3), a< z< b, donde 
Í (2) vs una función continua en el segmento la, b). Partamos la cur- 
va AB on n partes arbitrarias por los puntos A = My, Mis Ma, 

Ma = B on el sentido de A a B. Uniendo 
erta linea quebrada ins- 
194). Desiguemos con 
a quobrada y con p, 


Lata? = 3Soanc» o son, el úl 


oMa Mis + 
tos puntos por las exwcdos, obtendremos 
crita cuyo perimetro se designa con P (fis 
2, lo longitud de un tada Mia Mi de la 1 
la longitut del mayor de sus lados: y = 


1Sicn 


360, Capítulo 6. Cálculo integral 


Definición. El número L se llama límite de los perímetros P para 
p —> 0 si para cada e >0 existe 6 >0 tal que para toda quebrada en la 


Fig. 194 


cual y < ô se cumpla la desigualdad 
[L—=P|<e 


Si existo el límite finito L del parámetro P de una línea quobrada 
inscrita en Ja curva cuando p —> 0, este límite se denomina longitud 


del arco AB 


L=lmP. 
n-o 


Si la función f (z) es continua junto con f” (x) en el segmento fa, b), 
Ja longitud del arco ÄB se expresa por la fórmula 


è 
L= $ VIF E dz. (5) 
z 


C Demostración. Designemos con z: y f (z;) las coordenadas del 
punto Mi, Sa q pac las abscisas de estos puntos obtenemos a == 
= t <% ¿<p <a <T =b. Entonces 
la longitud É a TA de la quebrada es igual a 
LV EA) E. 
Según la fórmula de Lagrange tenemos 
1) HP 
TiLa KT- 


a)» 


Por consiguiente, 
l= y +p? ę) At, Ate — ig 
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Así pues, el perímetro de toda la quebrada es igual a 


Y VIFTE) Ars, 


o sea, hemos obtenido la suma integral ø para la integral (5). 
Como la función V 1+f'%(z) es continua en el segmento ja, b], 
ol límite de esta suma para À= máx (Az,)=>0 existo y es igual 


igin 
a la integral definida (5). Puesto que 2<p1), entonces -> 0 
cuando p—>0. Por consiguiente, 


y 
n I 
L= lim P= lim XV TF FG) Ar; = 
DE o mri H 
Aen ! 
=È VTF ar. ” ! 
a [i 
O Ejemplo 9. Calcular la longitud 4 
dol arco de wna parábola semicúbica Ol $ x 
y *Midez--0az= 5 (fig. 19). Fig. 195 


Resolución. De ln ecuación y=x% obtenemos y =h 212, De 
tal modo, según la fórrawla (5) resulta 


s ¡3d 
e V TE def Vara 
è 


EOE 


27 


AJ calcular la longitud del arco en el caso en que la curva AB se 
asigna por las ecuaciones paramétricas z=% (0), y =Y (t), a<t <p, 
donde œ y P son los valores dol parámetro £ correspondientes a los 
valores de z=a y z=b, o sea, a=4 (a), b= (P) en la fórmula 


t= VTF dz es necesario hacer el cambio de la variable, 


poniendo 2=qí(0), dr =¢' (t) dt. Resulta 


è > 2 
zef V Fy dr | Ve (e y (at 
3 e 
- | VOF de. (6) 


3) h= V Or F (Avi, de donde | Az; | < i- 
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O Ej 
cicloide: 

zo a(t — seu t), y =a(1 — eos l), OS 1< 2a (véase la fig. 
190). 
Resolución. De la ecuación de la cicloido obtenemos y” (i) 
a (1 — cos £), y" Ü) = asen t Cuando z recorra el segmento 
10, 2na] el parámetro £ recorrerá el segmento Lo, 21). Por consiguien- 
te, la longitud buscada del arco es igual a 


emplo 10. Calcular la longitud del arco de una onda de la 


2a za 
t= $ VIF da] Vy YE) dt = 
5 è 


= | a V = cos tF sent dt = 2a | son dt> 
y è 


¿jan 
= —4acos + |; =5. e 


Al calcular la longitud del arco en el caso en que la curva A /£ 
se da en coordonadas polares por la ecuación p ~ p (4), a< PS $, 
dondo p (w) tiene la derivada continua p’ (p) sobro el segmento 
4a, BI y a los puntos A y B corresponden los valores de a y fi, pasan- 
do do las coordenadas polares (véase el cap. 2, $ 3, fórmula (0) a 
los rectangulares, obtenomos la representación paramétrica de lo 
curva AB por las ecuaciones z = p eos q, y = psen p con el pa- 
rámetro q. Entonces 


EQ) =p” (9) cos p — p sen py 
Y (0) = p (p) sen p + p (9) cos y 


y la fórmula (6) se escribe así: 


s 
LA VPF i. m 


à 


donde a y p son los valoros del parámetro p- 

O Ejemplo 11. Calcular la longitud de ta primera espira de la 
espiral de Arquímedes p = aq (véase la fig. 193). 

Resolución. La primera vuelta de la espiral de Arquímedes se 
forma al viviar el ángulo polar œ de O a 2a. Entonces, según la lór- 
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mula (7), la longitud buscada del arco es igual a 
2x 


L=1 VáFFA2dp=4 


coda | 
PET deL 
| KEF u= z“ 


K FFidp= 


T 


| irata væg. 
lr E 70] 


pai [tito 


> 
cal PFIN VPF dp 


2a 
va] 
` y 
aa en 21). 

Esta integral está culada integrando por partes {véase el $ 10). 

Ejemplo 12. Mostrar que la longitud £ de ima circunferencia de 
radio R es igual a 2ah. 

Resolución. La gráfica de la función y= VH para 0< 


<u<RIV Y es una octava parte de la circunferencia (fig. 194). 
Por consiguiente, 


[(0VFFI+EIn(o0+ VITRO] 


P ah 
4e | VETE Paz, 


w 
MZA + 


Por 


M igual que en el ejemplo 7 hagamos el cambio de la variable: z = 
= lí sen t, donde O=2 t< 2/4. Entonces según la fórmula (1) del 
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cambio de la variable, dada en cl $ 9, tenemos 


AS r 
ä 
Ena uf, 
i 

de donde llegamos al resultado deseado. 0 

Observación. Aunque en el cjemplo 12 fuera más cómodo consi- 
derar la integral dentro de los límites de O a /?, hemos procedido de 
otro modo, Esto so debe al hecho de que al deducir la fórmula de la 
longitud del arco so suponía que la función y == f (z) tiene unn dorj- 
vada continua en todo el segmento la, b); en el caso dado para z 
== R la derivada de la función y = V R? ò convierte en infi- 
u 


». 
En conclusión examinemos el concepto de diferencial de un arco 
que es interesante de por sí. 

Si en la fórmula (5) el límite superior bse reemplaza por la varia- 
ble z, la longitud dol arco llegará a ser función del Jímito superior y 
la fórmula (5) se escribirá así: 


la= $ VIFPOD dt. 


donde ¿ (z) es la longitud variable del arco. Puesto que aquí la fun- 
ción subintegral es continua, entonces, conforme al teorema 6.7 
sobro la derivada de la integral respecto al límite superior variable; 
tenemos 


co VERDA) = V TO. 


de donde se deduce la fórmula para la integral del arco 
di=1 (2) de=V TF j" @)àz o bion dl=V TF y7 @)dr, (8) 
(Ey 


$) dz y finalmente 


puesto que y” m=i, entonces dl = V 14 
resulta 


di=V {dz} + (dy). (9) 


La fórmula (9) permite dar una interpretación geométrica sencilla 
de la diferencial del arco d/. Elevando al cuadrado, obtenemos (d1)? == 
(aa) -} (dy). Teniendo en cuenta que la diferencial de la fune 
y = f (2) es igual al incremento de la ordenada de la tangento (vóa- 
se el da V, $3, subp. 1), resulta que la diferencial del arco dí (fig. 
196) es igual a la longitud del segmento de la tangente a la curva en- 
tre el punto de tangencia M (z; y) y el punto P (x + dz; y + dy) o 
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sea, es igual a la hipotenusa del triángulo rectángulo que tiene por 
catelos |dz| y |dy] y la igualdad (dl)? = (dz) + (dy)? repre- 
senta el teorema de Pitágoras. 

4. Árca de unasuperficie de revolución. Supongamos que la cur- 
va AB se da por la ecuación y = f (2), a< 2< b y la función y = 
== f (x) es no negativa y continua junto con su primera derivada en 


Fig. 196 Fig. 197 


el sogmento la, bl. Entonces la superficie engendrada por la revolu- 
ción do la curva AR alrededor del cjo Oz tione ol área S que puede 
ser calculada según ln fórmula 

» 
= 2n $ 12) Y VETO dz. (10) 


S 


C Demostración. Tomemos en la curva AB un punto M con 
una abscisa z. Entonces la longitud del arco AM se determina me- 
diante Ja fórmula 


t= f V TFT de. 


Presto que la función ¿ (2) os erecionto (Y TT PT 1) >0) y conti- 
nua (2(x) os derivablo) en el segmento fa, b] entonces, conforme al 
teorema 4.15, en este segmento para ella existe la función inversa 
x == «9 (1), Pero entonces y —= f (2) = f lẹ (D) = (0 es una función 
compuesta respecto a }, continua en [0, L}, donde L es la longitud de 
la curva AB. Por lo tanto, la curva AZB puede ser representada de mo- 
do paramótrico mediante las ecuaciones == (1). y =p (0, O< 
< L, donde Les el parámetr 
imos la curva AŻ en n partes por los puntos A — As. 
Ai Ar -s An = B (fig. 197). Designemos con 
la la longitud del arco parcial A,_,4;. Al girar la curva 
AB en torno al cje Oz obtenemos la superficie compuesta 
perficies laterales que son, aproximadamente, iguales a 1 
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cios laterales de los conos temcados (cilindros). El área de la super- 
ficie lateral del ¡-ésimo cono truncado (cilindro) es igual al producto 
do la longitud de la circunferencia 2R (R vale la semisuma de los 
radios de las bases superior e inferior del eono) por la longitud de la 
generatriz (de la cuerda A;_,4¿). Por esta razón si ponemos R = 

= Y (Ei). GaS ES h y la longitud de la cuerda 4,44; ¡igual a 
Al, obtenemos que la suporficio S; de la superficie lateral es, aproxi- 
madamente, igual a 


Si dny (Es) Ali. 


El área de toda la superficie de revolución es igual, aproximada- 
mente, a la suma de las áreas de las superficies loterales S,, o sea. 


s=3s=-» Al,=21 Y y (5) Al. 
às e er E) i= 2a E y 6) Al, 
Por otro lado, esta suma es suma integral. Puesto que la fune: 
y (1) es continua sobre lO, Ll, el Jímite de está suma para ^= 

máx (Al) -—>0 existe y es igual a la integral definida de la 


SS 
función y (e) en 10, LJ. Por consiguiente, 


. P 
y == = 2 
S lim2a 2 y) Ah 2a lím Ži y Œ) Ah 
o bien 
L 
s=21Í y dl. (10) 
j 


En la integral (11) pasomos do la variable de integración La la varia- 
ble z. Estos variables están relacionadas por la fórmula l (r) = 


= (vT F PT) dt. Si l= 0, z = a y si I -= L, z = b. Y como 


he _——— 
y =y (ù = f (æ) ydl= VIFP*() dz (véase la fórmula (8), 
de la fórmula (11) finalmente obtenemos 

b 
S=2a | i) V IF az m 

Observación. Si la superficie dada se obtiene, girando la curva 
AB, asignada por la ecuación z = q (y), c< y< d, alrededor del 
eje Oy, su superficie 


a 
S=2 È 0) V TF g7) dv. 
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O Ejemplo 13. Una parte de la esfera comprendida entri 
hos paralelos que se encuentran mno de otro a una distanci: 
ma zona esférica do altura J7. Calcular el área de la super 
zona esférica si el radi: 
es igual a 17 (fig. 198 

Resolución. La superficie de la zona osférica puede considerarse 
como superficio de un cuerpo obtenido por girar el arco de la 


dos pla- 
H so Ma- 
ie de una 
la esfera es igual a R y la altura do la zona 


Fig. 199 
circunferencia y == J , donde a<z<5, b—a =H, alrededor 
del oje Ox te: 199). Puesto que => entonces 14 
-HIS (2) Ez; por esta razón según la fórmula (10), 
o P 
S==2m $ VET. t dr=20R $ dz = 27h (b—a)=25RH. 
u EA dd a 


De suerte que el área de la superficie S de la zona esférica so calenla 
por la fórmula S = 217. Si H -> 2R, en el límite obtenemos el 
área de la superficie de toda la esfera: S = 41%. e 

Observación. Do Ja solución del ejemplo 13 se deduce, verbigra- 
cia, qne si alrededor de Ja esfera está circunscrito un cilindro, la su- 
pocficio de la zona esférica comprendida entre dos planos que som 
perpendiculares al eje del cilindro es igual a la parte de la superficie 
del cilindro comprendida entre estos mismos planos. 

Si la superficie se obtiene girando en torno al eje Ox la curva AR 
representada por las ecuaciones paramótricas =p (0), y =Y (0, 
aS t< P, con la particularidad de quey (i) > 0, y (1) varía de a a b 
al variar t de æ a B, entonces, realizando en la integral (10) el cambio 


de la variable con ayuda de las fórmulas z = q (t), y == Y (t), obte- 
nemos 
4 pe 
S=2x { Pt) VF pO) de. (12) 
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Por último, si la curva está prefijada por la ecuación en cuorde- 
nadas polares p = p (P), a< y <P, donde p (9) tiene una derivada 
continua en el segmento [a, Bl, este caso, como ya hemos señalado 
en el subp. 3, con ayuda de las fórmulas de paso z = p (q) cos q, 


Fig. 200 


Y = p (9) sen q so reduce a la forma paramétrica de representación 
de la curva y la fórmula (12) se escribe así: 


b 
S=2x pseny V PEF pdg. 
M 


O Ejemplo 14. Calcular el área S de la superficie obtenida por la 
revolución de Ja ciclvido z <a (t—sebf), y = a(t — cos f), 
0< 1< 2a on torno al cje Oz (véase la fig. 190) 

Resolución. Según la fórmula (12) tenemos 


sa 
S=2x f a(1—cost) V (asen y F ja (1 cost dt = 
è 


VĒ na Ti (1—cos 197? dt = 
è 


5. Volumen de un cuerpo. Como ya se sabe, con ayuda de la in- 
tegral definida pueden ser calculadas las áreas de las figuras y las 
longitudes de las curvas. La determinación de los volúmenes de cier- 
tos cuerpos puede también reducirse al cálewlo de las integralos de- 
Jinidas. 

Examinemos cierto cuerpo (fig. 200) y caiculemos su volumen V. 
Admitamos que están conocidas las áreas de secciones de este cuerpo 
por los planos perpendiculares al eje Oz. Con la variación de z el área 
de la sección también variará, o sea, será cierta función de r. De- 
signemos esta función con S (z) y Ja consideraremos función conti- 
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nua en un segmento la, bl. Entonces el volumen del cuerpo 
b 
V=f Sto) dz. (13) 


O Demostración. Dividamos arbitrariamente cl segmento la, b] 
en n partes por los puntos = Tọ <% < Te L. o a L K 


<... <z, = b. Tracemos por estos d 
IN 
EANO 


puntos los planos perpendiculares al 
Ss Y 


eje Oz. Estos planos partirán el cuerpo 
en n capas. Determinemos el volumen 
x 
Fig. 201 


de Ja ¡ésima capa engendrada por las 
secciones de abscisas 2,1 y zı Su 
volumen V: es, apro 
igual al volumen del 
cuya base coincide con la sección del 

cuerpo correspondiente a cualquier 

punto Es (tra < E < 2;) y, por con- 
siguiente, tiene el área S (2) y cuya 

altura os iguala Ar; -2¿— Zin 0 Sca, 


Vi = S (Ki) Axe 


La suma de los volúmenes de todas las z capas es, aproximadamen- 
te igual al volumen V del cuerpo dado: 


Y X SÈ) Ar 


Por lo tanto, hemos obtenido la suma integral para la integral (13). 
Puesto que la función S (z) cs continua en el segmento la, bl, ol lí- 
mite de esta suma para à — máx (Az,) —0 existe y es igual a la 


igi 
integral definida (t3). Así pues, 


” P 
V=lim Y SE) az=] Síajdz. m 
20 det a 


O Ejemplo 15. Calcular el volumen de una pirámide cuya altu- 
ra es igual a H y área de la base, a Q. 

Resolución. Introduzcamos el sistema de coordenadas Ory de 
un modo tal que el origen di se de la pirá- 
mide y el eje Oz pase, a lo largo de la altura 27, del vértice a la baso 
(fig. 201). Cortemos la pirámide por un plano paralelo a la bas 
Desiguemos con z, 0< z< H, la distancia ontre el vértice de la pi- 
rámide y el plano secante y con 5 (z) el área de la sección, Determine- 
mos la función S (2). Para esto utilicemos la propiedad de las sec- 
24-785 
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ciones de ma pirámide paralelas a la base (esta propiedad se enun- 
cia en manuales de geometría elemental) y escribamos la proporción 


so 2 
T = 
de donde encontramos 
Ss m=% 
Sustituyendo la última igualdad en la fórmula (13), tenemos 
2 n " 
ze f S (a) dz= f pei | az= 
v ij o 
ESA | 
=i T h = 347 «Qu. 


Así pues, hemos obtenido la fórmula del volumen de la pirámide: 
VQ. e 


En el caso particular en que el cuerpo está engendrado girando en 
torno al eje Ox un trapecio curvilinco representado por la función con- 
tinna y == f (2), a< z< b, el volumen del cuerpo de revolución se 


Fig. 202 Fig. 203 


calcula según la fórmula 
n 
g) dz =x $ dz. (14) 


V=a 


sao 


Efectivamente, la sección del cuerpo de revolución por un plano 
que es perpendicular al eje Oz y pasa por el punto z no es más que el 
círculo de radio f (x) (fig. 202). Por esta carón el área de esta sec- 
ción (el área del círculo) es igual a n (f (z))?. Por lo tanto, para el cuer- 
po de revolución dado el árca de la sección S (2) = n (f (0). 
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De la fórmula (13) obtenemos que 


è » » 
v=Í alf (e) dz =x | (y dz =n | yz. 


Observación, Si el trapecio curvilíneo O< 2< y (y), a< yS b, 
gira alrededor del eje Oy, el volumen del cuorpo de revolución 


vanf (C3 arasa ady. 


Ejemplo 16. Calcular el volumen de wna esfera de radio R. 
Jución. La esfera de radio A se obtiene girando la semicircun- 
ferencia y = V RF—2 alrededor del eje Oz (fig. 203), por eso el 
volumen V de la esfera se puede hallar con ayuda de la fórmula (14). 
Utilizando la simetría de esta esfera respecto al eje Oy, encontramos 
x z 
V=n Ñ (impar=251 (VEZA de 
E ù 
27rR_ 4 
=20[ Rr], =R 

Así pues, hemos obtenido la fórmula del volumen de una esfera: 

y- fane. . 
Ejercicios. CalenJar los volúmenes de los cuerpos engendrados 
por la revolución de una figura limitada por las líneas: 

H 
1. E =1, y=0. donde y>0, alrededor del cje Oz. (Resp. 
Al3mab%.) 2. y?= 2px, <=h alrededor del eje Oz. (Resp. aph?.) 
3. y=senzx, y=0, U<<x, alrededor de cada uua de las 
siguientes rectas: 4) y=05 2) z=0; 3) 2=2x 4) r= —1; 
n (n+ 2); 
-22, y= z, alrededor 
0, 2=1,y=0 alrededor: 


3— e 
A; 2.) 6. ym, 


alrededor de ca 
0; 3) 


z. y=0, z= 
1) y=0; 2) 


da una de 
4) ; 


zar 
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HEES; a(4—e).) 8 —y=4, y—2, y=0 alrededor del 


eje Oz. (Resp. I (2V Z—41).) 9. yo dx, 2=1, 2=4, y=0 
alrededor: 1) del eje Or; 2) dol cje Oy (Resp. 12m; 24a.) 
10. y= 


TFE y =0 alrededor: 1) del eje Or; 
2) del eje Oy. (Resp. TEEB; amo, 
y 7 


6. Centro de gravedad de una curva y de un trapecio curvilínco. 

Centro de gravedad de un sistema de puntos materiales, Suponga- 
mos que sobre el plano Ozy está prefijado un sistema de puntos mate- 
riales: Ay (235 N), Az (Tei Ya) + An (£a: Ya) cuyas masas son 
iguales a m, Mgr +. -: Mn, respectivamente. 

La suma delos productos de las masas de estos puntos por sus or- 
Anadia sellama momento estático My de osle sistema respecto al eje 

a: 


3 


M; 


$ Mn Yn- 


my +- m 


¡ Defmodo análogo se define cl momento estático M, del sistema 
respecto al eje Oy: 


My mT, + Mata $. Mp Ea + 


El punto que tiene por coordenadas (2; 242), donde m= 


=m, +... +m, se denomina centro de gravedad!) del sistema. 

Se puede mostrar que el centro de gravedad posce la propiedad si- 
guiente: si en dicho centro se coloca nna masa igual a la suma de ma- 
sas de todos los puntos del sistema, el momento estático de esta masa 
respecto a todo eje es igual al momento estático de todo el sistema 
respecto a este eje. 

Do aquí se desprende quo la posición del centro de gravedad del 
sistema no depende do la opción del sistema de coordenadas. 

O Ejemplo 17. Mostrar que el centro de gravedad del sistema 
constituido por tres puntos P, Q y R en Jos cuales están concentradas 
las masas unitarias (Mp = my = mp = 1) se halla en el punto 
de intersección de las medianas del triángulo (fig. 204). 

Resolución. Vamos a convencernos, por ejemplo, de que el cen- 
tro de gravedad está sobre la mediana PAZ. Introduzcamos el siste- 
ma do coordenadas en el plano del triángulo POR de un modo tal 
que su contro (0; 0) se halle en el punto P y el eje Ox pase por la recta 
PM. En este caso si la ordenada del punto Q es igual a yo, la ordena- 
da dol punto R es igual a ( — yo). De aquí se deduce que la ordenada 


1) No distinguimos los conceptos de «centro de gravedad» y do«centro de ma- 
sas», 
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Ue del centro de gravedad C es igual a 
+ 


Ye z 


Así pues, el punto C está sobre el eje Oz (recta PM). Rozonando 
análogamento, podemos mustrar que el centro de grayodad C se ha- 
la sobre las medianas QL y RN. Por consiguiente, C es el punto de 
intersección de las medianas. O 

Supongamos ahora que las masas no están concentradas en puntos 
aislados sino se hallan situadas «de una manera continua» lHenando 


Fig. 204 


una línea o figura plano. En esto caso para determinar el momento 
estático en vez de la suma se necesitará la integral 

Centro de gravedad de una curva. Consideremos cierta figura plan a 
AB. Supondremos que: 1) la curva se da paramétricamento por las 
ecuaciones z = p (1) e y =p (D, OS I< L, dondo ol parámetro 1 
es la longitud del arco que va medida a partir del punto A; L, 1 
Jongitud do toda la curva AB y las funciones q (1) yY (1) son con 
nuas cu el segmento [0, 2); 2) la curva es homogénea, o sea, su densi 
dad lineal p (la masa que toca como parto para la unidad de longitud) 
es constante y, por sencillez, es igual a la unidad. 

Determinemos los momentos estáticos de esta curva respecto a 
Jos ejes Ox y Oy y su centro de gravedad (lig. 205). Para esto divida- 
mos Ja curva 4% cn m partes por los puntos A == da (o: Yo)» 


Ar (a Y o Ai (a yi), Ar (Zii Yi ada + ++ An (Zn: Ya) = 
3 y supongamos que a estos puntos correspondon los valores de 
boch Lhc. UCLU ML del pará- 


melro } Designemos Ia longitud del arco 4/4; s con Al, 
— L y Ja masa de este arco con my. Entonces la masa » 
AZ, (p = 1). Concentremos la masa de cada una d 
AAs en un punto cualquiera sayo, por ejemplo, en el punto A; (225 
Y). En este caso toda la curva AB puede ser sustituida, aproximada- 
fuente, por el sistema de Jos pantos materiales Ao, Ay. == <> Ap + > 
*, An. Entonces el momento estático 7, de la curva AB es, apro- 
suma de los momentos estáticos del sistema 
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de Jos puntos materiales respecto al eje Oz: 


M,= Y my, 
5 E my 


Por otro lado, esta suma es suma integral para la función y =- m0) 
y como la función es continua en el segmeuto (0, L], el límite de esta 
Suma para à = máx (AL) => 0 existo y es igual a la integral de- 


isn 
finida de la función y == y (2) sobre [0, L]. Por consiguiente, 
n L 
=lm Y =Í yal. 
M; lím 2 HA 5 yal 
Análogamente encontramos 
n L 
Y 24, = f rdl. 
imi E 
Puesto que Ja masa de toda la eneva m -= pL = L (p = 1), por la 
definición del centro de gravedad resulta 


A-0 


En el caso particular en que la curva AR sc asigna por la ecuación 
y = f (z), << b y la diforencial del arco dí = VIF y= de 
(vénse la fórmula (8)), las coordenadas del centro de gravedad de la 
curva 48 se calculan mediante las fórmulas 


b o 
Y V1FP dr Yu VIF 


à 
De la fórmula para y, se deduce que L-y,= È y V TF 3d, 


de donde, multiplicando ambos miembros de la igualdad por 2n, 
obtenemos 


v 
Raye L= 27 f VIF ydr. 


El segundo miembro de la última igualdad cs ol área de la suporficie 
obtenida por la revolución de la curva 44 alrededor del eje Ox (yá 
se la fórmula (10)) y la expresión 2x4. presente en el primer mienibro 
es la longitud de la circunforencia de radio y, 
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Por lo tanto, está obtenido el signiente teorema. 

Primer teorema de Guldin *). El área de la superficie de un cuerpo 
obtenido, girando el arco de una curva plana alrededor de cierto eje, 
que no la corta y está situado en su plano es igual a la longitud de este 
arco multiplicada por la longitud de la circunferencia descrita con esta 
revolución por el centro de gravedad de la curva. 

O Ejemplo 18. Hallar el área de la superficie lateral de un cono, 

Resolución. Un conv puede ser representado como cuerpo engen- 
drado por la revolución de un triángulo rectángulo alrededor de un 


Fig. 206 Fig. 207 


cateto suyo. Supongamos quo el cateto dado está obtenido, girando 
un triángulo rectángulo, que tionen por hipotenusa L y por cateto R 
en torno al otro cateto, Introduzcamos el sistema de coordonadas de 
un modo tal que el eje de revolución sea eje de ahscisas (fig. 206). 
Es evidente que el centro de gravedad del segmento está en su punto 
medio, Por eso el centro de gravedad de la genoratriz del cono —de 
la hipotenusa dol triángulo rectángulo— describe una ciccunferencia 
de radio R/2. Aplicando el primer teorema de Guldin, obtenemos el 
área S de la superficie lateral del cono: S = L. 2nR/2 = nRL. 

Ejemplo 19. Elallar las coordenadas del centro de gravedad de 
una semicireunteroncia de radio A que tiene por centro el orígen de 
coordenadas; la semicircunforencia está en el somiplano superior a 
condición de que p = 1 (fig. 207) 

Resolución. Puesto que la semicircunforencia está situada simé- 
tricamente respecto a Ja recta z = 0, el centro de gravedad del arco 
so encuentra sobre esta recta y ze = 0. El área S de la superficio la- 
teral de un cuerpo engendrado por la revolución de la semicircunte 
rencia de longitud L ~- sl alrodedor del cje Oz es igual a Anz 
Empleando el primer Lcoroma de Guldin, obtenemos 214, nR == 
= ánR*, de donde hallamos y, =2R/1.0 

Centro de gravedad de un trapecio curvilíneo. Análogamente al 
concepto de centro de gravedad de una curva se introduce el de centro 
de gravedad de un trapecio curvilíneo 0< y< f (2), aṣ 2< b. 


1) Paul Guldin (15 


— 1643), matemático sulzo. Ambos teoremas citados 
los cenocía aún en el si 


so griego Páppos. 
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Supondremos que: 1) la función y = f (z) es continua en el seg- 
monto la, b]; 2) en este trapecio están distribuidas las masas de una 
manera tal que su densidad superficial p (la masa que toca como par- 
te para Ja unidad del área) es constante y, por sencillez, pongámosla 
igual a la unidad. Entonces la masa de toda parte del trapecio se 
medirá por su área. 

Determinemos los momentos estáticos do este trapecio respecto a 
los ejes Oz y Oy y su contro de gravedad (fig. 208). Para esto divida- 
mos el segmento la, bl en n partes por los puntos a = tọ < zx < 
CaAL. LLL -oLa n y ol trapecio curvilí- 
clas 7 = q en n partes respecti Reemplacemos cada 
trapecio elemental por un rectán- 
gulo de baseigual a Az; = z; — či- 
y de altura ignal a f (£,), donde $ 
es el punto medio [zx,,. 21). En- 
tonces la masa m; = pi (E) Ax, = 

í 1) es igual al área 
agulo. De la nico 
nica ces sabido que el centro de 

Mar EA Ap EX TOX gravedad de un vestámgalo está on 

el punto de intersección ilo sus 

Fig. 208 diagonales y, porlo tanto, las coor- 

denadas del centro de gravedad del 

iésimo rectángulo son iguales a Es y $ 1 (E1), respectivamente (véase 

la fig. 208). Concentremos la masa de cada iósimo rectángulo en su 

centro. Entonces todo el trapecio se sustituirá, aproximadamente, 

por el sistema de los puntos materiales: Ci, Cas... Ci >... Cn 

(de los ¿-ésimos centros de gravedad delos rectángulos). Los momon- 

tos estáticos del ¿-ésimo rectángulo respecto a los ejes Oz y Oy son, 
respectivamente, iguales a 


IE) Arhi EN = PE) 471 y 16) Arts 


ylos momentos estáticos My y M, del trapecio dado son aproximada- 
mento ignales a las sumas de los momentos estáticos de todos los rec- 
tángulos respecto a los ejes Ox y Oy: 


MY PE) Azi y My= Y) El Gi) Az. 


izi i=1 


Por otro lado, estas sumas son sumas integrales y como las funciones 

P (2) y zj (2) son continuas en el segmento [a. b}. los límites de estas 

sumas para 4 = máx {Az;}— 0 existen y sun iguales a las inte- 
Sign 
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grales definidas. Por consiguiente, 


E R 
My => Uw z PE) inal Pa) dz 


YM, 


5 » 
m Y) E (6) Az = È 27 (2) dz. 
i 4 
Puesto que la masa de todo el trapecio es igual a 
3 è 
m=lim Y 1) an= f i@)dr=S, 
ns a 


donde $ es el área de todo ol trapecio, para hallar las coordenadas del 
centro de gravedad del trapecio, según la definición del centro de 
gravedad, es necesario dividir los valores de los momentos estáticos 
Ma y M, por el área de todo el trapecio: 


faoa h + î P (a) de 


Ce F eyni 5 


Al igual qne en el caso centro de gravedad de una curva, se puede 
obtener para la ordenada y, del centro de gravedad de un trapecio 
entvilíneo el siguiente corolario geométr 


è 
2ay.S =n f f(z) dz. 


Teniendo en cuenta qmi Ye es la longitud de Ja circunferencia 
b 


de radio y, y aff? (z) dz, el volumen del cnerpo obtenido por la 
ey po 


revolución del trapecio curvilineo alrededor del eje Ox es válido el 
siguien te teorema. 

Segundo teorema de Guldin. Æ volumen. del cuerpo de revo- 
lución de un trapecio curvilineo alrededor del eje que no lo corta y está 
situado en el mismo pluno es igual al producto del úrea de este trapecio 
por la longitud de la circunferencia descrita con esta revolución por el 
centro de gravedad del trapecio., 

O Ejemplo 20. Hallar el centro de gravedad de uma onda de la 
cicloide z =a (f — sen 4), y = a (1 — cos i), OS 1< 2a, a con- 
dición de que p = 1 (véase la fig. 190). 
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Resolución. El volumen del cuerpo obtenido como resultado de 
Ja revolución de una onda de la cicloide en torno al eje Oz es igual a 
2na 27 
V=x | pdr= na? (1— cos 1t dr = 5ra". 
` E 
El área de una onda de la cicloide S 
Sea y, la ordenada del centro de gravedad. Conforme al segundo teo- 
tema de Guldin 2xy, S = V, de donde y, == 5a/6. De la simetría 
de una onda de la cieloide respecto 
a la recta z= na se desprende que la 
abscisa del centro de gravedad z, = na. 
Ejemplo 24. ¿Hallar el centro de gra- 
vodad de una placa triangular homogénea. 
Resolución. Introduzcamos el sistema 
de coordenadas Ozy según se muestra 
en la fig. 209 de nua manera Lal que su 
origen esté en uno de los vértices de la 
placa y el otro vértice tenga las coordena- 
supongamos que el tercer vértice tiene las coordenadas 


Bxa* (véase el ejemplo 8). 


Fig. 2 


das (1: 0); 
(z; y). 
Determinemos la ordenada del centro de gravedad de la placa, 
utilizando el segundo teorema de Guldin. Es evidente que el área 
del triángulo es igual a + 1. y = y/2: el volumen del cuerpo obtenido 
como resultado de la revolución del triángulo OAB en torno al ejo 
Oz es ignal a la suma de los volúmenes de los conos obtenidos como 


resultado de la revolución de los lados OA y AR, respectivamente, y 
es igual a 


bal aDP(ODI+1DB)=3 ay A=3 1. 


+ ay?, de donde 


Conforme al segundo teorema de Guldin, 2a1y.-=3 


sent. 

Así pues, el centro de gravedad de la placa está a una distancia de 
y/3 a partir del lado OB. Análogamente se puede mostrar que dicho 
centro se encuentra a una distancia igual a $ partes de alturas respec- 
tivas a partir de otros lados del triángulo. Por lo tanto, el centro de 
gravedad de una placa triangular homogénea se halla en el punto de 
intersección de las medianas del triángulo. O 


Ejercicio. Hallar las coordenadas del centro de gravedad de 
un semicírculo que tiene por tentro el origen de coordenadas 
y está en el semiplano superior, a condición de que p=1. 


7 4 
(Resp. 2.=0, v=32.) 
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7. Trabajo de una fuerza variable. Supongamos que un punto ma- 
terial se traslada bajo la acción de una fuerza F que está orientada a 
lo largo del eje Oz y tiene una magnitud variable dependiente de z. 
So necesita determinar el trabajo A que la fuerza F realiza al Lasla- 
darse el punto material a lo largo del eje Oz del punto z = a al pun- 
to z = b (a < b). Se supone que 
la función F (z) es continua en el 4 
segmento la, b] (fig. 210). 

Dividamos arbitrariamente el 
segmento [a, b] en n partes por los 
puntos a = ty < T < t, < 
y LES y md, 
Escojamos en cada segmento par- 
cial [z,,, 241 el punto Ẹ;. La fuerza 
que actúa sobro un punto material 
en el segmento [zis x} varía de 
un punto a otro. Ño obstanto, si la longitud del segmento es pequeña, 
el valor de la fuerza en los puntos del segmento Lz,_,. 2) poco se dis 
tingue de su valor en todo punto E, € (zia, 2,1, ya que F (x) es con- 
tinua. Por esta razón el trabajo A, realizado por la fuerza Æ en el 
segmento [z;_,, z;] puede considerarse, aproximadamente, igual al 
trabajo realizado en o) mismo segmento por la fuerza constante 
F (E). o sea. 


AI, y Ay K Oo X 


Pig. 240 


(E) Az. 


Razonaudo anúlogomente para cada segmento de p: in 
obtenemos el valor aproximado del trabajo A que la fuerza Z reali- 
za en todo ol segmento 


dz 


Por otro lado, la suma dada en el segundo miembro de Ja igualdad es 
suma integral para la función F (z). Puesto que la función £ (z) 
ímite de esta suma para 
à= máx (Az¡] +0 existe y os igual a la integral definida de la 


iciton 
función F (z) sobre el segmento la, b}. Por lo tanto, 


(16) 


iemplo 22. Determinar el trabajo A necesario para lanzar un 
cuerpo de masa m desde la suporlicio de la Tierra verticalmente ha- 
cia arriba a una altura A (fig. 211). 
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Resolución. Desiguemos con F la fuerza de atracción que la Tie- 
yra ejerce sobre el cuerpo. Sea my la masa de la Tierra, Según la ley 
de Newton 


donde « es la distancia del cuerpo al centro 

de la Tierra. Suponiendo Gmmp=k, obte- 

nemos F(2)=k/2%, RET<Rh-R, donde R es 

el radio de la Tierra. Para r= R la fuerza 

F(E) es igun) al poso del cuerpo P=mg, o 
k 


p, de doude k= PIÈ y F()=LE, 


sea, + 


R 
Asi pues, según la fórmula (16) resulta 
Rih REA 
A= | P)dr= PR Ñ E- 
ñ ñ 


2 LiRoA PRh 
sr PAL El 
PO RFR’ 


Fig. 2 


Ejercicio. Una carga eléctrica e, colocada en el origen de coor- 
denadas repele otra carga del mismo signo e, trasladándola del 
punto ræa al punto =b (a<D). Determinar el trabajo A 
realizado por la fuurza Y al trasladar la carga es. (Resp. A= 
== ke,e, (1/a —1/»).) (Indicación: los cargas eléctricas se repelen 
con wna fuerza F (e) =k-2É2, donde 
los valores de Jas cargas; x, la dista 
De los problemas analizados se deduce que para su resolución 
fue aplicado el mismo método: el valor aproximado de la magnitud 
buscada se representaba en forma de la suma integral y luego, pasan- 
do al límite, so obtonía el valor exacto en forma de la integral. Con 
ayuda de este mismo método se puede resolver varios otros problemas 
de la mecánica, la física y la técnica. 


os coustamto; €1 y es 


a entre ellas.) 


PREGUNTAS DE AUTOCONTROL 


1. ¿Qué so loma trapecio curvilineo? 
2. ¿En qué consiste el significado geométrico de la integral definida? 
. ¿Según cuáles fórmulas se calculan las áreas de figuras: a) en cuordo- 
nadas rectangulares; b) en coordenadas Polares; c) en caso de una representación 
paramétrica de la frontera? 
4. ¿Qué es la propiedad de aditividad de un Sroa? 
5, Dése la definición del Jímite de los perímetros de una quebrada para 
uo 0 

6. ¿Qué se lama longitud del arco do una curva? 

7. ¿Con qué fórmulas se calcula la longitud del arco de una curva; a) en 
coordenadas rectangulares; b) representada. paramCtricamente; c) en coord adas 
polares: 
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8. ¿Qué es la diferencial de un arco? ¿En qué consiste el significado geomé- 
trico de Ía diferencial de un arco? 

9. ¿Con qué fórmulas so calcula el área de una superficie de revolución: 
a) en coordenadas rectangulares; b) en caso de una representación paramétrica 
de la curva; c) en coordenadas polares? 

10. ¿Con qué fórmula se calcula: a) el volumen de un cuerpo con secciones 
trausvorsalos conocidas; b) el volumen de un cuerpo de revolución? 

11. ¿Qué son los momentos estáticos de un sistema de puntos materiales 
respecto a los ejes de coordenadas? 

12. ¿Qué se llama centro de gravedad de un sistema de puntos materiales? 

43: ¿Con qué fórmulas so calcula ol centro de gravedad de una curva: 
a) representada paramétricamenta; b) en coordenadas rectangulares? 

14. Enúnciese el primer teorema de Guldin. 

ase; ¿Con qué fórmulas se calcula ol centro de gravedad de un trapecio ours 

vilíneo' 

16. Enúnciese el segundo teorema de Guldin. 

17: Formúlese el método general de resolución de los problemas con ayuda 
de la integral definida. 
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ka los problemas 6.1 a 6.3 es necesario calcular los integrales indi- 
cadas. 


6.4. Calcule la integral | Var sin oncon- 
ù 


vu de la función subintegral. 


trar Ja pri 


.7 so necusita hallar 
cadas. 


reas de una figura | 


n los problemas a 
limitada por las líneas im 


6.5. La parábola y 4z — 3 y las tangentes a olla trazadas por 
los puntos (0; —3) y 
6.6. La sinusoide 


i. 
sns y la 


cio curvilíneo limitado por el arco de la 


z= a ya = b (—R < a < b< R) y eloj 
Hállese el volumen de la capa esfórica comprendida en la esfera x 
= 48 entre los planos z =2 y z= 3 
6.9. Se lama segmento esférico el cuerpo obtenido al girar el arco de una 
circunferencia alrededor del diámetro de circunferencia perpendicular a la cuerda 
que subtiende el arco. Determíneso ol volumen de un segmento esférico. cono- 
ciendo ol radio A de la cirennferencia y la altura /7 del segmento, o sea. la longi- 
tud del trozo del eje do rovolación que está dentro del segmento (fig. 213). 


Mg 2 


3) Hemos Hamado zona esférica la superficie de este cuerpo y la hemos 
buscado en el ejemplo 13 del $ 41. 
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6.10. So llama sector esférico el cuerpo engendrado por la revolución de un 
sector ciremlue alrededor de uno de sus radios de frontera. Determine el volumen 
de un apor esférico, conociendo el radio R de la esfera y la altura H dol sector 

fig. 214). 

6.41. El pequeño Sergio lonó una cacerola cilíndrica do pequeña cantidad 
de mijo limpio y preguntó a señora Ludmila, su vecina: «¿Cuánta agua hay que 
echar para quo se obtenga una papilla gustosa?» —«Es una cos muy sencillo 
—respondió la vecina—. Jnelina cacerola do ese modo; golpea para que el 
mijo se remueva y cubra una mitad del fondo, exactamente. Ahora marque en 
la pared de In cacerola un punto próximo al nivel que alcanza el mijo. ¡Hasta 
oste nivol hay que echar precisamente agual» (fig. 215) —«Pero so puede llenar 
la cacerola de una cantidad mayor o menor de mijo y las cacerolas suclon ser 
diferentes: anchas y estrechas» —dudó Sergio. — «No importa, ¡mi método es 
útil en todo caso!» —respondió la señora Ludm. 


Fig. 214 


a) Demuéstreso que lu señora Ludmila tiene razón: 
relación entro los volúmenes de agua y de mijo resulta igual para toda cacerola 
cilíndrica, 

b) ¿A qué es igual esta relación? 

-12. Un orfobro ha recibido el encargo de producir un anillo de oro de 
anchura H que tenga la forma de wa cuerpo limitado por la esfera con centro O 
y por soperticiode un cilindro de radio A cuyo ejo pase por el punto Q (ig, 216), 

artífico ha hecho tal anillo, pero ha escogido R demasiado pequeño, ¿Cuánto 
oro tiene que añadir si se necesita aumentar R m veces, dejando le anchura /7 de 
antes (el peso especifico del oro se considera conocido)? 


En los problemas 6-13 y 6.14 es necosario hallar: a) el área de la 
figura limitada por las líneas dadas; b) el volumen de un cuerpo engen- 
drado por la revolución de esta figura alrededor del oje Or. 
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|. Lus parábolas z 3d y 
14. La curva y == cos? (2/2) — sen? (1/2) y 


| 2=0 y 


S rectas y = 


«15. Hallar la longitud idel arco de una parábola semicúbica y = 21/2, 
donde y €10, 4}. 

6.16. Se prelijan: la parábola z 
Hállese: a) el área dle la figura limitada por las curvas dadas; b) su volu- 
el área de la superficie del cuerpo engendrado por la revolución de esta 
figura alrededor del eje Ox. Calculando el área de la enperficie considerar pri- 
mero U<b<z<a, kegu tender b a 0, 


En los problemas 6.17 y 6.18 se necesita hallar con ayuda de los 
teoremas do Guldin y purtiendo de las consideraciones de simetría los 
centros de gravedad de los cuerpos matoriales indicados. 


6.17. El arco de una circunferencia de radio R el cual contrac un ángulo 
contral de 2%. 

6.18. El sector circular de ángulo 2% entre los rudios de magnitud R que 
lo limitan 

6.19. Se Mama toro un cuerpo engendrado por Ja revolución de un círculo 
alrededor del eje que no lo interseca. Hállese: a) el volumen del toro; b) el área 
de la superficie del toro engendrado por la revolución del círenlo (r — 2)? + 
+ < 1 alrededor del eje Oy. 

6.20. Calcular el trubajo A que ha de ser realizado para estirar un muelle 
en 0,05 m si so subo que la fuerza quo estira ol muello en + m es igual a X (2) == 
= kx, donde k es ol coeficiente de proporcionalidad que depende de la elasti- 
cidad' del muelle y que para estirar el muelle en 0,01 m se necesita una fuerza 
igual a 1 kgi. 


RESPUESTAS, RESOLUCIONES E INDICACIONES 
PARA LOS PROBLEMAS DE CONTROL 


(Son posibles otras resoluciones de problemas, distintas de las aquí citadas) 


1.1. Resolución. Puesto que para cada z € (0. 4) se cumplen las desigual- 
dades 0 < z < 1, el conjunto dado está acotado, Por eso ol número 1 y, por 
consiguiente, todo número mayor es Su cota superior, mientras que el número 0 
y todo número menor es su cota inferior. 

Más aún, el número 1 es la cota superior exacta del conjunto dado, o sea, 
sup (0, 4) = 1, ya que para cada e > 0O siempre habrá z € (0, 4) tal que so 
cumpla la desigualdad e. Efectivamente, sea e == 2, ontoncos existo 
Z E (0, 1) tal que se cumplo lu desigualdad z > —1; sua e = 1, entonces existe 
z € (0, 1) tal que se cumplo la desigualdad z = O; sea e = 3/2: entonces existe 
3 € (0, 4) tal que se cumplo la desigualdad z > 1/2. ote. Y esto, según la pro- 

à , significa que sup (0, 1) = 1. 
Análogamente se pued var que inf (0, 4) = 0. (Hágase esto por sí 


plo, que el conjunto dado X 
está acotado superiormente. Es ll teorema 1-1, tiene la cota 
superior exacta, Designémosla con c. o sea, Sup X = c, Conforme a la propivdad 
de la cota superior exacta para € == 1 habrá un tal número entero æ € X que 50 
cumpla la desigualdad z > c — 1. Poro entonces y -+ 4 > e y como + 1 G X, 
esto quioro decir que e no es la cola superior exacta del conjunto X. Por lo tanto, 
queda obionida la contradicción que demuestra que +1 conjunto dado no está 
acotado. superiormente. 

De manera análoga se demuestra que el conjunto X no está acotado iuferior- 
meute. (Hágase osto por sí mismo.) 

1:3. Indicación. Bl hecho de que ol conjunto X no está acotado superior- 
mente se deduce de la afirmación demostrada en el probloma 1.2. 

1.4. Resolución, Efectivamente, en virtud de la afirmación del problema 1.2 
para cl númoro b/a babrá un tal número entoro n que b/a < n. Este número n 
Es buscado, ya que multiplicando la desigualdad b/a < n por un número posi- 
tivo a, oblonemos an > b, conforme se quería demostrar. 

1.5. Resolución. Sea sup X = A. sup Y = H. So necesita demostrar que 
B < A. Supongamos lo inverso, o ses, que B > 4. Entonces, según la propie- 
dad de la cota superior exacta, para cada e > 0 babrá un número y € Y tal que 
y> B — e Como B— A >0, tomemos r = B — 4. Resulta y > 8 — 
LB —B L A.o sa, y >A. Pero y E Y e Y = X, por lo tanto, y € X. Según 
la definición de sup X todo número y < A. Poro ndmitiendo que È A, se 
puedo hallar un número y € X tal que y >A. La contradicción obtenida de- 
muestra precisamente que Ë <A o sup X > sup Y. 

Es posible también otra demostración. Como Yc X, para cuda EX 
y para cada y € Y se cumplen las desigualdades z < sup X, y < sup X e y $ 
£ sup Y. Pero sup Y es el menor entre los números que acotan el conjunto Y 
superiormente y sup X es uno de los números que acotan el conjunto Y supe- 
Tiormonte, por consiguiente. sup Y < sup X. De modo análogo se demuestra 
que int Y > ini X. (Hágase esto por sí mismo.) 
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1.6. Resolución. Sca sup {z | z= z -H y; EX. y € Y} = C, sup X = A, 
sup Y = B. Conforme a la definición de la cota superior, para cada z€ X 
y pura cada y € Y se cumplo la desigualdad C > zo C > z + y. For otro lado, 
sogún la propiedad de la cota superior exacta para cada e >0 habrá z €X 6 
y € Y tales que se cumplan las desigualdades z >A — e/2 e y > B— el2, 
De aquí resulta z + y > A + 8 — e. Y puesto que C >z +y >Å +B e 
C>A+B—e, entonces C>A + B. 

Mostremos ahora que C= A -+ B 
z= z — y, pero, conforme a la defini 
o bien A > 2— y, de donde 


Efectivamente, tenemos 3 = 
n do la cota superior, A > z = 
>:—A. Por otro lado, B > y > z— A 
Bœz— Å o B +4 >=. Sogún la propiedad de la cota superior exacta, para 
cada e = O habrá z tal que z > C — e. Por eso B +A > C — e, de donde ro» 
sulta Bt A > C. Así pues, 84 4 < C < B A A; queda tomar C = B $ A 
Análogamonto so puedo demostrar que inf {z | z = z + yi x € X, y € Y} 
inf X + inf Y. (Hágaso esto por sí mismo.) 
1.7. z < —1 o hien z > 1. 


EN 
y 


Indicación. La igualdad dada os válida paro aquellos valores de z para 
>0. 


los cuales Ž— 


jo. Como x? 
los valores de z, la igualdad da 
cuales z — 5 > 0, do aquí z >> 

19. 0=-—0242kx (k= 0, +1, +2...) 

Resolución. La igualdad dada es ida para aquellos valores de z para los 
cuales sen r < 0, Por esta razón tenemos: —son x — sen z => 2 o hien son s = 
—1, do donde z == —1/2 + 2kn (k D’ hi, +2, .- 

1.40, |z] > V3. 
Resolución. La igualdad |2—y|= AA válida sólo cnaudo 
a o y Vienen el mismo signo y | 7 | >| y |. En el caso dado la igualdad es válida 
Para nquellos valoros de z para los cuales ao zo himana td, 
de donde |z| > V$. 

4.41. 1) xz = 0; 2) z = 2/5 y z = 2; 3) z = 1/2. 

(44) si z>—4, 
(444) si r< -á 


4) si 2>4 
LS tar rio 


Por consiguiente, para << —4 resulta —(4 + 1) = —(e — 4), de donde 
8 = 0 —la igualda rrecta— no hay soluciones; para —4 < z < 4 obto- 
nemos {e +4) = —(z — 5), de donde z= 0; pura r> 4á tenemos r- 4 “= 
= z — å, do dondo 8 = 0 —la igualdad incorrecta— no hay solucionos. Ahora 
bien, z = 0 es la solución de la ecuación dada 1). 

2) Resolución. Tonemos 


2z +5 = ( + 1% + 4 > O para todos 
:s válida para aquellos valores de > para los 


1) Resolución. Tenemos | 7-1-4 | =Í 


21 siz>l, y 

—(8) sir<s, 1: 
¡e z si z>0, 

SÀ —d4—2m) si 2>4/, izi={ —z si r<0. 


Lr—11 2r| = 


109, Aquí hemos utilizado un procedimiento especial: «ol método do los inter- 
valos». 


25-785 


resoluciones e iadicaciones 
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Por Jo tanto, para + < 0 resulta —{z — 1) + 1 — 2 = —2x, de donde z == 2, 
es decir, no hay soluciones, ya que 24 (~œ, 0); paca < z <1/2 ubtenemos 
4x -- i) + 1— 2r <= 2z, de donde q 25 es la solución do la veunción, 
ya que $ €l0, 112% paro V2 crci resulta —(2 — 1) — (1 — 2e) = Lo, 
j. es dcir, uo hay soluciones; para 1 < y < oo tenemos r — 1 — 
2z, de donde < es la solución de la ecuación. Asi pues 
e sou Jas soluciunos de la cenación dada. 
3) Resolución. Tenemos: a) 132% 1-1=24213 b) 13-2 |15 
a —U rl. 


a) 


tle donde z 


[dai Sal, zi 0, 
132 1=( (29 si 2>3/% 1 { —z si 2<0 


2<0 multa 3- 2z- i = —2e, do donde 
0 —la igualdad incorrecta— no hay soluciones; pará O << 8/2 obtenemos 
2x — 4 =- 2r, de dunde z f2 es la solución de la ecuación; para 3/2 
za < poo tenemos —3 + 2r — L= 22, de donde 4 -= 0 —la igualdad i 
correctu— 00 liay soluciones. 

No os dificil vori y que en el caso b) la igualdad no tieno una solución. 
Por lo tanto, x '2 es la solución de la ecuación dada, 

1,12, 7 oo bien 0 << 3. 

Resol . La desi idad |e —bi>}a]— ibi es válida cuando: 
1) los números a y b son de signos opuestos; 2) | aj < 101. En el caso 4), ya 
que 22 > 0, la desigualdad tiene lugar r los wulores de æ para las cuales 
e < O; 0 sea, para z < 0. En el caso LE desigualdad se cumplo para aquellos 
valores de x para los cualos 3? < 8e o bien == 87 < O, z (œ — 3) Son 

È 4 z< 2>0, a 

posibles ambos casos: ora £ ZS > y, om {IZY <o, E} primer sistema 
no tiene soluciones, el segundo tieno una soli m0<2<3. De esta manera, 
obtenemos la respuesta 2 < 0 o bien 0 < 7 < 3. 


Por lo consiguiente, pi 


que 
a jorto n, 
demos WE 


yYi<1t+tyI<2yZ o bien 2< yI 41 <4. Esto es justo, puesto que 
1 < VŽ < 2; 2) suponiendo la corteza de la afirmación dada para cierto n > 2, 
demostramos que 


== ELi 1 a 
Viti<ttaty t tyt yar VA 


Para demostrar la validoz de la desigualdad 
1 1 1 


aF 


Vifi cit 
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bosta convencerse de que 


ViFI<Va+ 


Vrti 
ESrctivamento, esto es 


sto, ya que 


ViTi < Vat FA” Y nte VIUF => 


c n (VR nF) = nHn 0n, 
lo que es evidente para n3 


2. Análogamente, para demostrar la desigualdad 


3 1 A 
+7 tas VT 


Esta desigualdad es justa, puesto que 


A eVit VFV FDA < 


<2(040) => 2 VAF < nA e nn < Gnt- nA a 001 
Por lo tanto, la afirmación dada queda demostrada. 


nints) nat) (n42) 


LAT. 143A. p HRED $ 
Resolución. Designemos la suma buscada con Sy. 


n nati) ihi, 242 
Si=1+3+64 Iuto Ahi, Rte 
ninta) (ln), niati) 
A E z 
2 
-ant n+) nl) (4-2) 
Aai A RR 


Observación. La fórmula 192%. tes ERED BED noda 
demostrada en ol $ 0 (véase ol ejomplo 3) y Ud debía demostrar por sí 


mismo la fórmula 1424... n= PeO, 


1 est 1 
CDA) 2 ZEN" 


4 1 
1.48. bo 


1) El signo => designa la equ; 
significa que de A se desprende È y, 


299 


'aleucia, Por ejemplo, la notación A => B 
viceversa, de Z $e desprende A. 
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Resolución. Nesignemos la suma buscada con Sh y Tepresentemos 
1 4 1 
gon tapi "h foa AT" 


sl 49) +++ (rare) 


Entonces 


1 4 
+A 7 IRF" 


o de que la suma queda dotorminada correctamente hagumos uso 
mática, Tenemos: 
n es justa, ya que 


E E 


Para conve 
del método de Inducción n 
1) pora n ~ 1 la afirmaci 


A 
7 
entonces 
Snar Sat à A 1 E 
SS E) 
1 1 2 2 


TA F 

: 2n+1 K VAME i 

AF PS Zapi 

De esta mamora, por el método de inducción matemática bemos confirmado 
la validez de la fórmula buscada Sw ==" sm 


2.8. e) | h l; |). Sudicnción, Hágase uso de lu fórmula F— 30. 
longitud del lado del cuadrado a — Y TT (unid.); 2) 

le lados del cuadrado som MIER, D 
5 to modio del lado BC); 
5) (el punto medio del lado 


tel p 


Resolución. 4) La longitud de un lado del cuadendí 


a 001 VEIA VARIA VT (unid). 


2) El érca dol enadrado Sanco a == 17 (unid. 3. 

$) Encontramos las coordenadas de los puntos medios de los lados AB, BC, 
co, DA según la fórmula para las coordenadas del punto medio del sogmento 
iaso el corolario citado en ln pág. 42). Sea M (car Ya) € LAB), | AM | = 
= | MB |. Entonces el punto M divide ol segmento AB on la razón 4 = L= 


T) Aquí y en adelante en esto capítulo la alogución aP — 3» designa la fór- 
inula 3 del $ 5. Análogamento se designan otras fórmulas de este párrafo: F — 4, 
—5, ete. 
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1. por esta razón conforme a F— 5, 


445 
E 


Análogamente obtenemos las demás respuestas. 
2.10, zo = 2; ye = 1. 


Resolución. El ea 
do las medianas del triángulo (fig. 217). 
l punto medio del lado BC del triángu- 
s el punto D divide el segmen- 
lo BC en la razón A — 4, por eso, conforme a 
F — 5, las coordenadas del punto D son tales: 


=ztze 044, 
ap aa maaa A 
A 
E E 
Las modianas del triángulo so intersecan en ol mi 
mo punto que divide cada una de ellas en la razón 
A = 4/2, Desiguando con ree yo las coordonada: 
del contro de gravedad de la placa buscada y em- 
plando Ja fórmula F btenemos Fig. 207 


s= 


tp Era HZ 


E TE 372 
1 E 
mts M4 
n= 


TFI 
Por lo tanto, ze=2; ye> 1 


2.14. Los vértices tienen las coordenadas M (0; —3) N (—4; 5) y 
K 48; 1). 
Resolución, Scan A el punto medio del lado MN; B, ol punto medio del 


ows, 


lado NK; C el punto medio del Jado KA- en el triángulo MNA. Ento 
conforme a P—5 (para %= 1), 


A E 
Ea SÍ s+ 
pim ai W, yy=22 tre ; m ktu, 


Sustituyendo en estas ecunciones las coordenadas de los puntos A, B y C, Ie- 
Ramos a dos sistemas de venaciones: 


f dutiny = -—h, (1) { Ya+Yyn=2, 


IN+xR 5, (2) untok - 0, 
(8 yatua 
Sumando término a término las vcnaciones (1 


tary + zg. Sustrayondo sucesivamente de 
1), (2) y (8). encontramos: re — 8,79 =0, 7. 


Tha 


(2) y (3), obtenemos 4 = z, 
dl 


ima veuación 
= —4. Ejecutando las opora- 
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ciones 
da 7, 


m las ecuaciones del segundo siste 


a, hallamos: yp = 


Munto € debo toner las coordenadas (r; -+ za; Y E Ya 
Sta O el punto de intersección de las diagonales del paralelo- 
gramo LBCD: entouces este punto es punto medio de las diagonales. Puesto que O 
punto medio del segmento BD, conforme a F — 5 (A = 1) (fig. 248) 


antan ntz: +m nth 
setn ätt i) o m= =45% y. 


zo 


z = z 


Como O es el punto medio dol segmento AC, análogamente encontramos 


zatze tatr 
sp EGEL o pæ PA, 
i rosulta q = 2 za “vo = 2yo — Ya: Sustituyendo en estas igual- 


. 
s los valores de xo © y) cheontrados en (1) 
Observación. Este problema se resuelve más 
de los vectores con las coordenadas dadas. 

2.13, € (32; 0) o hien C (—8; 0). 

Resolución. S yo), el vértice buscado, 
Do acuerdo com la fórmula dol área del triángulo F 


; obtenemos Ja respuesta 
¡Imente por la composición 


egin los datos, ye Y. 
tenemos 


o 1 
su | t 


9 0—1) — (ro (2—1) | 


de doude | 12 ~- ze 
pur csu re = —B 6 bien 70 = 32. 
e, El dren del cuadrilátero gi M > 
Resolución. Puesto que (fig. 219) Sanc A y según lo 
Tórmula P — 4, Sano = 18/2, Saco - 18%, entonces Sanco > 13 (onid, Y) 
2.15. Las conrdenadas rectangulares del punto son iguales a (2 -+ 5 y 3; 8). 


e BP, 


«Por lo tanto, 12 — 30 = 20 o bien 12 — 7, == 


val a 43 (unid. $). 


Resolución. Como 
es |AB| 


A 
el triángulo rectángulo 0'A8 (fig. 220) AO” 
O'A | = 5, por esta razón 


7 


TOB |=Y TOA AB Pos Y 755 V5. 
Luego, 2424 10'B =245 3. ya=341] AB 
2.16, La distancia es igual a PA (wnid. de long). 


Resolución, Sea O el polo, A y B los puntos dados (fig. 221). El triángulo 
AO os rectangular, por oso 


3458, 


14B |= VTAO F BOT 
2,17. Véanse las figs, 2 a 230. 
Indicaciones y resoluciones. 2) En cl caso de ( bi 5d la ecuación -2 


je 

toma la forma 4 = 1 y en el caso do TAER toma la siguiento forma 

—5, por consiguiente, todos los puntos que están en los cuadrantes [ y TI 

fronteras, ya que z+ 0, y% 0) pertenecen al conjunto buscado, Si z e y 

tenen signos opuestos (o sea para los puntos de los cuadrantes 11 y 1V), obteno- 

mos Ja igualdad incorrecta 1 = —4, por lo tanto, en los cuadrantes TI y [V 
ne hay puntos del conjunto buscado (fig. 225). 


FE=V%. 


isi 
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Fig. 221 


yh x=lyl 


yk yal 


Fig. 224 
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d e-nez > A o > [ Tija, de donde obte- 


nemos que de conjunto buscado sirve la unión de las rectas y = x e y = 1/2 
(fig. 226). 


s 


(x-1?sty +10] 


y 
(x-y)(x-2y)=0 
ol 


Fig. 228 


5) La suma de los cuadrados puedo ser igual a cero sólo cuando cada su- 
mando es igual a cero, por consiguiente, 


Erro lO 


y+1 
o sea, el conjunto buscado es el punto M (1; —1) (fig, 227), 
0) z + y>0<> y > —r, de donde se desprende que al conjunto buscado 


portenecen todos los puntos que estén «más arriba» que la recta y = —z (fig. 228). 
—y>0 <ar, 

9) { pa { Y Sp Por eso al conjunto buscado portenecen 
los puntos que son la intersección de los somiplanos y <x o y< 2/2 
(fig. 229). 

10 (z — 1 (£ — 2y) > 0. 


El caso de £ Era está examinado en ol problema 9); análoga- 
z—y<0, 
z—2y <0, 
un par de ángulos verticales (fig. 230) sin fronteras. 

2.48. a) y = 0; b) y = z + 10; c) | z | = 2. 

Indicaciones y resoluciones. a) El mismo punto A (1; 0) est 
abscisas, y = 0. 


mente se considera el caso de o sea, el conjunto buscado os 


en el vje de 
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b) La ecuación de la reeta paralela a la reta y = z tiene la forma y = 
= z + b, donde b es un El punto 8 (—3; 7) se halla en esta 
recta, por esta razón 7 = —3 + b, de doudo ù = 10. Así pues, la recta buscada 
tiene la ecuación y = z -+ 10. A 

e) El conjunto do los puntos que se encuentran a la distancia 2 a partir dol 
eje Oy es un par de rectas que son paralelas al cjo Oy y pasan por los puntos 
(—2; 0) y (2; 0). Las ecuaciones de estas rectas son z = —2 0 z = 2, 

2.19. a) (y—32) (y--2-4-3)=0; b) (y—2) [(2+1)%+(y —2)1=0; 

e y [0<r<t. 
a van do<cyct {oiir 
2,20, Resolución. Utilizando F — 9, escribamos la ecuación de la recta 


ptijeg de donde y =—2z. Las coonlonadas del pun- 


Md gT 
pr de lu recta (48). En efecto, —2000 = —2-1000. 


to C satisfacen la ecua 
Por lo tanto, C € (AB). o sea, los puntos A, B y C están sobre la misma recta. 


y" 


Dir tki) 


Cixi Ya) 


en 


ojato;0) — 8,0) 


Fig. 230 Pig. 234 


2.22. Resolución. Intruduzcamos el sistema rectangular de coordonadas con 
el origen situado en el vértice A dol paralologramo y con el ejo de abscisas orien- 
lado a lo argo de la roca (42) del punto A al punto B (fig n 
Jos coordenadas do los vértices del paralelogramo: A (0; 0), B (xy; 0), C (zai 99). 
D (z, + zai Va) (véase eS problema 12). Utilizando lo fórmula F — 3, determi- 
nemos las longitudes de los lados del paralelogramo y de sus diagonales: 


VAF 


LAC |= V (04 (10) 


14B |= Vam F0 = VA: 
BD 1=14C1=VZ FA 1CD01=1AB1=V3; 
IAD VE FF VEA 


+ 
Ahora se puede comprobar que la suma do los cuadrados do las longitudes de 
todos los lados del paralelogramo es igual a la suma de los cuadrados de las 
longitudes de sus diagonales. En efecto, 


[ACPH1ABR+I¡BDP41CD 1 

= f+ D Hi d ag H D Hag r H gH 
VAD |? + | CB |? = (123 + 2z,z, -+ a} + D t 
Hd = 2af 2 2 

1) La notación (AB) designa la recta que pasa por los puntos A y H. 


108 1=V =P FW = V e 
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es N no está sobre la circunferencia dada. 

Escribanos la ecuación de la circunferencia dada (véaso F — 

a. . Sustituyamos en clla las coordenadas del punto. 
Ay + (+2 + 1.9 = 25. Suprimiendo los paréntesis, obte- 

meorrecta 24,82 = 25. 

o bien a = —5, 

. Utilizando la fórmula Y — 13, escribarnos la ecuación do la 

ircunferoncia dada (e -+ 2)? + (y — 3)? = 25. Puesto que el punto A (a; --1) 

está ou Ja cireunferencia dada, sus coordonadas satisfacen la ecuación de la cit- 

cunforoncia, 0 sea. 


Ed 


Ai t 

Tonomos (--1 -+ 4, 

memos la igual 
224. a 


G++ — 3) = 2, 
Resolviendo la última ecuación, obtenemos dos valoros de a; a, = 1, az = — 
2.25. (AB: y=Vi+V3 (80): y=-V34V3 (CD): y=Vh— 


i (AD: y= — V30— V3. 
YI Determinemos las coordenadas de los puntos B y P: 


108 |=] 40 11g00*, 140 1=3, | OB 14:18 60%=Y3; 
10D/=/081=V3; B(0; V5), D(0; — V3). 


egún la fórmula Y —9 escribamos las ecuaciones de las rectas (AB), (BC), 
€D) y (AD). 


(4B): rym" —Vir+y=V3;y= Virt V: 
(AD: — ==" Vi+o=—VH ya ViVi 


i Vi —V 3 y= Vi V 3 


2.27, 0) p = 2z + 2. 

Resolución. Puesto que la recta buscada es paralela a la rocta y = 2z + 1, 
su ecuación tiene la forma y = 2z + b. Teniendo on cuenta que el punto Af (0; 
Pertencco a la recta buscada, encontramos el valor do è: 2 = 2-0 + b; b 
Así pues, la recta buscada tione la ecuación y = 2s -+ 2. 

2.28. 1) La ceuación de la altura AD y = 2z + 8; 2) la longitud de la 
altura AD es igual a 125 (unid.); 3) S40 = 12 (unid. ?). 

Resolución. Determinemos las abscisas de los puntos A y Z. Sustituyendo 
un la ecuación 2z + y — 8 = O las ordenadas ya © y, Obtonemos 2r + 6 — 
eO 2r —2—6=0, de donde z4 =0 y tg = å (fig. 232). Utilizando 


Ja fórmula F—9, eseribamos la ecuación de la recta (OB); 2=Z o bien 


1 
y=-—¿ z. Luego, en virtud de la fórmula F — 7, escribamos la ecuación de la 
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recta (AP): y — 6 == k te — U), y = ke +6. Puesto que, según los datus, la 
Tecta (AD) es porpondieular a La recta (BD), conformo a F — 10 b) k en la en 
ción de la recta (4D) es 3gual a 2. Por consiguiente, Ja cevación do la altura 


sada AD tiene la forma y = 2e + 0. Resolviendo el sistema { YZ 7 V 
encontramos las coordenadas del punto D: xp = —12/5, yp >= 8/8, Según la 


fórmula F—3|AD|= 12'V3 y sogůn la fórmula F — á $407 = 12 (unid. è). 
2.29, 2a e 
nos que el punto A (— 


1 1) pertenece a la recta z + 2y — 


iii 


Fig. 232 g- 


1) Supongamos quv la recta buscada corta la meia r-} 2y — 3 = 0 ens 
punto B (to; Yo). Entonces zo Mo — 3 
2) Los coordenadas (<e; yo) del” punto medio C di 
ser determinadas mediante la fórmula F— 5 (para % 


ttn 


segmento 4 pueden 
1: 


Pi 


El punto C pertenece a la recta z—y—1=0 y, por consiguiente, 26 
Do bien Eto Itu 


—1=0, 0 sea, zo— yo 


3) has coordenadas t, 
“iones 


so) dol punto B se obtienen del sistema de ccua 


st2am=3 
Lo Yomi. 
«le donde ry = 14/3, yo =+ 4/3. 


4) Lu ecuación de la recta buscada (4 8), donde A (43 1) y 8 (14 
se encuentra según la fórmula F — 7: 


z+i 
MBA 


. z — Tu +6 0 y T2- y d á = O 
Resolución, Según los datos es necesario hallar el conjunto de todos los 
puntos M (z; y) equidistantes de las rectas Z, (la ecuación Ja + áy — 10) 
y La (la ecuación 4z — 3y +5 = 0), o sea, tales que la distancia d, del punto 
M (r; u) a la recta L, es igual a la distancia da dol punto J (e; y) a la recta 
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La (d, = dy). Conforme a F — 114, 
L3z+ L, q BA 
vVar ° OO VFS 
Por lo tanto, el conjunto buscado de los puntos M (<; y) se profija medianto la 
ecuación 
+51 


a= 


lár. 


L3z+ ás 
v: 


| 4z— 3y +5 = | 3+ y1 l- 
La última ecuación es equivalente a las dos ecuaciones siguientes: 4r — 3y + 
+ 3r + áy — í 0 bien ár — 3y + 5 = —3r — áy + 1. o sea, a — Ty -+ 
+ o hien 7z + y + 4 = 0. 
-34. Para todos los valores de a. El conjunto de los puntos M os wua recta 
perpendicular al seginento 42. 
Resolución. Introduzcamos el sistema rectangular de coordenadas con el 
centro situado en el punto medio del segmento AB y con el eje de abscisas orion- 
tado del punto A al punto B (ig. 234). 
Sea |AB}= d, entoncos lonemos A = 
— d2; 0), B (d2; 0). Sen M (r; p) el punta 
del conjunto buscudo. Sogón la fórmula 
P= 3, 


parres (e) He 


|BM |*=- (E) He 


ACa/2;0) O| M, B(4/2:0) x de donde |Ast|*— |BM |? = 2zd. Por 
otru lado, según los datos | AMP 
Fig. 234 2M] BM = a y de oste modo el conjunto 
buscado se define por la ecuación 27d = a, 
o Es evidente que esta recta es perpendicular al 
eje de abscisas y lo corta en el punto que tiene por coordenadas (a/2d; 0). 

2.32. (0; 1) o bien (3/5; —4/5), 

Resolución. El punto buscado A (zy; v) so encuentra en la circuulerencia 
dada, por esta razón las coordonadas están ligadas por la relación 13 + y$ = 1. 
Además. según los datos, el punto A (ze; 10) es equidistante do los puntos (1; 3) 
y (2 2); por eso, según F — 3 

o — 194 t — 3 (ra + D- (ya — 20 
Do osta manera, lus coordenadas del punto A (fai yo) Pueden obtenerse resol- 
viendo el sistema do ccnaciones: 


sa 


+=! 
(20 — DE+ (Yo —3)%= (20 + 2)2+ (19 2) 
<= { * o bien 
y 
2 NE A 
2.33. y=— al z+ 7- 
Resolución, Notomos quo puesto que 1 -i 2% <. 5 es una igualdad correcta. 
está on la circunferencia dada. Según F — 9, la recta (DA) 


lar al radio do la circunferencia trazado: 


La tangente 
ja (04). Por esta razón, según F — 10 b). 


al punto de tangeacia A, o sea, a la reci 
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el coeficiente angular de la tangento buscada es igual a (1/2) y, por cousi- 
guiente, su ecuación Licno la forma y = — Lx + b. 


Para determinar / hagamos uso del hecho do que ol punto A (1; 2) perte- 
nece a la tangente, es decir, sus coordenadas satisfacen la ecuación de la tam. 
gonte: 2= -4a -b. Do aquí ò= ES 

Así pues, la ecuación de la tangente a la circunferencia dada an ol 
panto A (1; 2) tiene la forma y 


4 5 
or. 


Resolución. Dos puntos de intersección de las doa circunferencias dada» 
satislacen cl sistema de ecuaciones 
{ 224 yim ar, 
124+ y*m 2by 


Y, Por consiguiente, la condición de 2ar=2%y, o sea, están sobre la recta 

az= by. Notemos que para a0 y b0 el sistoma teno dos soluciones 
20h Za e $ 

00 y (EFE > Ieor ) » Por eso las circunferencias tionen una cuerda 


2.35. ey —3—3V2=0 y rty yI mn, 
Resolución. Red A ecuaciones dadas a la forma canónica 


10) > ((— GB) y (styret) — (84 (y — 3) 3). 


Las cirounferencias tionon radios iguales, por lo tanto, si se traza la recta por 
sus centros, las tangentes comunes serán paralelos a esta recta y alejadas de 
clla a una distancia igual al radio (fig. 235). La ecuación de la recta que pasa 
por los centros O, (3; 0) y Os (0; 3) os la si- 
guiente; 

23 y 


a] 


<=>r+y-3=0. 


Por consiguiente, las tangentes buscadas son 
conjunto de los puntos ( 

lir de la rocta £ + y 
igual a 3. Según F> 11. 


lz 


de donde obtenemos In respuesta. 


2.30. ya Fig. 235 


Resolución, La parábola pasa por el origen de courdenadas y os simétrica 
fospecto al ejo Oy, por esta razón, según F— 16, la ecuación de la misma tiene 
la forma a° = 2py. Teniendo en cuenta que el punto (6; 9) perteneco a la pará. 
hola, encontramos ol valor de p: 62 —=2p9, p == 2. De suerte que 'a parábola 


buscada tieno la ecuación 3° = áy o bien y = ta 
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Resolución. Las ordenadas m, de los puntos de la curva obtenida 
veces menor que las ordenadas y de los puntos de la circunferencia 7% -+ 


con las mismas abscisas, 0 Sea, y, = pa y, de donde y == 2x1. Por eso la ecuación 


de la nueva curva tiene la forma 


Pe > 


La curva obtenida_es clip 
258, a= y 10 b= yë 
Resolución. Transformemos la ecuación dada, reduciéndola a la forma 
canónica 


so > EE m e TAT a 


e menor do yÈ 


Por lo tanto, ol sumiejo mayor de Ja elipse a = Y 10, el semi 
2 


Resolución. La ecuación de lu elipse simétrica respecto a Jos ejes Ox y Oy 
os la siguiente: 


E 
Et 


Toniondo on cuenta que les puntos (1; 4) y (7; 2) están en Ja elipse, obtenemos 
el sistema de ecuaciones 


Hesolviendo este sistema, hallamos a= V88. h=- V0. Sustituyondo los 
valores encontrados de a y b en la cenación genoral de la olipse, obtenemos 


Resolución. La clipse dada tiene los semiejes y los 
ALIAS ÓN 
donde y= V 3. Según los datos, c=a y a =c. Por eso tenemos 
=Y IHR. de dondo 

Pd > io) => b 
Así pues. la ecuación de la hipérbola buscada 


2.41, 27 — 5y +19 = 0. 
Resolución. Meduzcamos la ecuación de la cirennferencia a la forma canó- 
nica: 
ap 11=0 > (+04 4 9= (180. 
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De esta manora, el centro de la circunferencia está en el punto (—2; 3) y, por 
lo tanto, la recta buscada (el diámetro de la circunferencia) pasa por ésto punto. 
La recta buscada es perpendicular a la recta Sr + 2y — 13 = 0, 0 sem, 


- Ža + Por eso, según P — 10 b), el cooficiente angular de- 


recta buscada os igual a 2/5. De suerte que la ecuación do esta recta tiene la 


a la recta y 


forma y = $e +b. El valor de è se oneuentra utilizando el hecho de que el 


punto (2; 3) pertenece a la recta buscada: 3 == 4 (2) + b, de donde ò = 2 


Por lo tanto, la ecuación del diámetro y = 2 + Lo bien 22 — By + 19 = 
2, a) 7 


, La circunforoncía dada z? -+ y? = 9 tiene por centro el origen: 
de coordenadas O (0, 0) y cl radio igual a 3. Unamos cl punto M, con el origen. 


Fig. 236 Fig. 2 


de coordonadas. Supongamos quo ol segmento M40 corta a da circunferencia dado: 
en el punto A (fig. 236). Entonces ] A,A | es la distancia buscada. 

Detorminemos | M,A}. Teniendo on cuenta que |OA ]= 3, gresnlta 
LMA |= | M0 | —3, 0 sea, | Mod |= VRF (ING. 

2,43. a) Corta 

Resolución. Resolvamos el sistema de ecuaciones 


2r—y—3=0 g=2r--3, 
{ P Putsa > cio. 
Resulta z = 0, y = —3 y 2 = 11/5, y = 7/5. Así pues, la cirom 
so interseca con la recta dada on dos puntos: A, (0: —3) y Ay W5 
2.44. a) a = 5, b = 3; b) Py (—4; 0), Fa (å; 0); 0) e me 4/5; d) r —25/4 


= 25/4. 


Resolución. Rednzcamos la ecuación de la elipso a la forma canónica 


a 23 > E 


a) Los somiejes de la elipse a=5, 0=3 (fig. 237). 

b) Las coordenadas de los focos Fy (—c; Ò), Fa 
Fa (6; 0), ya que ya . 

e) La excentricidad: e = c/a, o sen, g= 4/5. 

d) Las ecuaciones de las dlreciricos z = —a/e y z = a/e, o sea, z = —28/4 
y a= 26/4, 


), o sea, F; (—4; 0), 
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2.45. a) Corta. 
Resolución. Resolvamos ol sistema de ecnaciones 


y=2—3. 
2 3 2(137-192)=0. 


Resulta z= 0, y > —3 y # = 192/13, y = 105/73, Do suerte quo la recta dada 
corta esta clipse en idos puntos: 2, (0; —3) y Ba (192/73: 105/73). 


246, a) a= A, b =4 b) Fr (55 0), Fa Gi 050) e TS + 
4 a 3 
einer 
Resolución. Reduzcamos Ja ecuación de la hipécbola a la-forma covónica 


z y 
169444 > E= Gr 


jes de la hipérbola: a =3, b >= 4 (fig. 238). 
modas de los focos: Py (—5; 0). F2 (5 0) ya quo es 


=y = 


e) La excentricidad: e = c/a, o = 5/3, 


trey z, o sen, 
= y ghom 1 


d) La ccnación de las asíntotas: 


5. ' 
La hipéchola dada está ropresontad 


Fg. 238 Fig. 239 


2.47. 0) e= 5/4; o) y = 36/5 o y —16/5. 
kewlución, Roduciendo la ecuación de la hipérbola a la forma canóuica 


E a 
ieoi > aat 

obtenemos que los somiejes de la hipérbola, e= á. t las coordenadas de 

, de donde la excentric d e= cla = 5/4 


dos focos Pa (0; —5) y Fa (0; 5) 
Entonces jab ernacionės dé las directrices tendrán la forma y = —16/5 o y 
= tiie, 1) El conjunto buscado está representado en la fig. 239. 
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Indicación. Translormemos las inecuaciones dol sistema dadu redución- 
dolas a una forma cómoda para la construcción: 


2 
s<E. o 
P48y<0, ia 
[ais Slick, 2 
162*—9y? > 144 a 3 
FL>1. B 


La inecuación (1) define ol conjunto de los puntos del plano que están «más 
abajo» que la parábola y= 2/8. La inecuación (2) define ol conjunto de los 
puntos que están «más sbajos que la recta y= —2 — 

—22/3. Por último, la inecuación (3) defino el conjunto Y 
de los puntos del plano que están «a la derechas de p 
la rama derecha de la hipérbola y «a la izquierda» do 


gu rama izquierda, incluyendo los puntos que se 
hallan sobre la misma hipérbola. 

2.49. Si C < 0, es un conjunto vacio; si C = 0, 
es un par de rectas dadas; si C > 0, son dos hipérbo: N 


las conjugadas, 


Resolución, Elijomos ol sistema de coordena- SNS 
das de un modo tul que el ejo Oz sea la biscctriz 
de un par do ángulos verticales formados por las 
rectas dadas y ol origen de coordenadas coincida con 
el punto de su intorsección. Entonces las ecuaciones 
de lus rectas Z, y Za kz o 
Y = —kz, rospoclivi . t 
a M (r; y) lo arbitrario del conjunto Fig. 20 


buscado, entonces, F— 11, tenemos 


aedes, yazin 
a a 


donde d, y de son las distancias del punto M (z; y) a las rectas L y Ly, respecti- 
vamente, y los datos del problema pueden escribirso en Ja. [orma 


lezy! lkrbol 


VER VEF 


| (kz -> y) (ka +- y) | = Cay donde Cy = (k? 4 4).C. 


Si Cı < 0, el conjunto buscado de los puntos os vacío, 

1 = 0; el conjunto de los puntos son dos rectas dadas y = k: 

Si C, >0, el conjunto de los puntos son dos hipérbolas 4%? = y? = C, 
ep Kif = Cr, 

2.50. La parábola. 

Resolución. Puesto que para todo punto del conjunto buscado las distan= 
vias del punto dado al punto A y a la recta Z son iguales (al radio de la circun- 
ferencia), entonces, por definición, el conjunto de todos tales puntos es parábola 
que Feng por E e punto A y por directriz £ (fig. 240). 

Bei. Zoa = —i; Tam = i. 

Resolución. La sucesión dada es periódica cuyo período es igual a sois: 
n=0, z a=1, 31=0 =A, =, m0. Por 
ESO Zan = Tyge = 3e = —A, Zams = $147.04 T 


=C (const) 


u bion 


Me 26-785 
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3.2. Resolución. La sucesión dada tiene la forma 35 342, 3V3; , 
E Para Ja demostración utilicemos la definición de la sucesión 
infi nte grande. Tomemos todo número A= 0. De la desigualdad 


1 zn i= | 3V7 | >A obtenemos la desigualdga yan Y > A. Logarit- 
log 


mando, encontramos Va log3> log 4, Vi > [eg y do donde n> (25%) 


Si so toma a=[ (2)*] + para todos los números > N se cumple la 
desigualdad [zn|>4, o sea, conforme a la definición de la sucesión 
infinitamente grande, la sucesión (31%) es infinitamente grando. 

3.3. Resolución. La sucesión dada tiene la forma 
š E: OEN 2 A SEE 
ME LT ÓN 
la definición de la sucesión infinitamente po- 


Para la demostración utilicemi 
queña. Tomemos todo número e > 0, De la desigualdad 


Tal 2 Ss 2 < 2 1 
Vil 5Vati SVr >? 


obtenemos la dosigualdad V7>1/e, de donde n> 
= [i/e], para todos los números n>N se 
lan] <e, o sca, según la definición de la suce 
la sucosión [21 os infinitamente pequeña. 
5Yn+4 

3,4. Resolución. 

O, Demostración. Sea (ap) una sucesión infinilamente pequeña, Tomemos 
todo número A > 0 y pongamos « = 1/4. Conforme a la definición de Ìn su 
sión infinitamente poqueña, para ósle número £ existo un número de orden 
tal que para n > N so cumple la desiguzldad | %, | < e. Entoncos 


Lan 1 


Si so toma N= 
plirá la desigualdad 
¡ón infinitamente pequeña, 


izal rt A, o sea, 


| za |> A para todos los números n > N. Vero esto, según la definición de la 


sucesión infinitamente grande, quiere decir que la sucesión E es infinitu- 


mento grando. Mm 
3.5, Resolución. La sucesión dada tiene la forma 4; 2; + 


ao HAY... Tomemos un wúmero A >1, Entonces la desigtaldad 
Í zn 1> 4 no tiene lugar para todos los elemóntos z, con números de orden 
impares: zi, Zg, y, + Esto precisamente significa que fn(-0") no es infi- 
nitamente grande. 
3.6. Resoluc 


pd 
t gie 


a. La sucesión dada tieno la forma 
1 1 4 1 
E 


Para la demostración utilicemos la definición del límite de la sucesión, 
poro Previamente con ayuda de la fórmula de la progresión geométrica repro- 
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sentemos la expresión del elemento general de Ja sucesión en la forma 
1 wa D 
E ar * 


2 obim sn 


ip 


Tomemos todo número *>0. Entonces do la desigualdad |zn—2]= 


al -r| =< obtenemos Ja desigualdad 27> 1 o bien, logaritmando, 


nloga2> log, de donde n> logs —. Si se toma w=[ d+], 


para todos los múmoros n= N so cumplirá la desigualdad | zp—2] €e. 
'or lo tanto, conforme a la definición del límite de la sucesión, Ta sucesión 


(++. +35) convorgo y su límite os igual a 2, o sea, lim 2po=2. 


neeo 
3,7. Resolución. La sucesión dada ticne la forma 


ímito de la sucesión, pero 
Newton estimemos la cx- 


Para la demostración utilicemos la definici 
proviamente con ayuda de la fórmula del binomio 
presión del elemento general de la sucesión dada. 


E IE 


Por consiguiente, 


Tomemos todo número e> 0. Entonces de la desigualdad | xp —01 zr < 
a 


< 2 < y nhtenemos la desigualdad n > 2/e. Si so toma N=12/+], pora todos los 
números n > N se cumplirá la desigualdad | z, — 01 < e, o sea, conforme a la 
definición del límite de la sucesión, la sucesión ta} convergo y su limite es 
0. Notemos que la sucesión dada es infinitamente 


igual a 0, o sea, lim zp 
pequeña. E 
3.8. Resolución. Mostremos que para todo número £ > 0 existo un númora 
N tal que para n > N so cumpla la desigualdad | zp |=| YVAFi— Vni |< 
<e, U mn, es válida lo definición de la sucesión inl on pequeña. 


Puesto que 
zn= Vni- Vimi 
a Vni -Vr (Varfi VA 2 
Vnti+ Vai = Va Fit Vai ' 
entonces 


2 
Var Vat O 


20% 
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De aquí se doduce que para todo número e>0, si n >N = [1 + 1/8] se 
cumple la desigualdad | xp |< £. De este mudo queda deraostrado quo 
lím (YA F1 -- Ya —1) = 0. Podríamos para la demostración utilizar tam- 
Dién la definición del límite de ln sucesión. (Hágase esto por sí mismo.) 

3.9. Resolución. Electivamento, según la definición dol límite de la suce- 
sión, pata todo número e > 0 oxisto un número de orden N tal que para n > N 
so cumpla la desigualdad Í zn — « | < e. Pero, conforme a la propiedad del va- 
Jor absoluto de un número sase el ejemplo 2'del $ 5, cap, D), [pl = 1 a E 
<ia —01y. por consiguiente, para n>M se cumplo la desigualdad 
lzal— lalce o sea, lim iza i= lal 


3.10. La sucesión {xn yn} es infi: 


tamente grande. 
4 
Resolución. Según olteorema 3: la sucesión {+} es infinitamente pe- 
Fa 


queña, según el tooremn 3.6 la sucesión E está acotada, ya que 
n 


T si CAN a 

lim = (demuestre esto por sí mismo) y según el teorema 34 
mos Un a 

el producto {4} AA = } es vna sucesión mente pequeña; 


según el teorema 3-1 la sucesión (xr Un) es 
que el problema dado es la continuación del ejemplo 5, $ 2. 


BA. D (naf) e tm TS e tai 


3) (20) =(1/m) e (1)=( 4) (2)=U(—0%/0) e (1m)=(0). (Argumento 
las respuestas.) 

2. La sucesión fzn*Un) diverge. 
Resolución. Kazonemos por reducción al absurdo. Designemos zn = £n :Yn 
y, supongamos que la sucesión (zh) convorj , según los datos, 


Puesto que 
lim yp =a 0, entonces, conforme al teorema 3.9, sucesión {£p} 
n~o 


= {n/n} convergo, Pero esto contradice a los datos. Por consiguiente, la 
sucesión” {za 'Yn} diverge. 
Pan Las sucesion En E Und Yan “Un Mpal STE ir ¿Em > 
= (( 1)" jergir (ftp j = n) = tn). 
STA Dema a 3 0; p 22 e n É t 
3.15. Resolución. So puede utilizar el hecho de que partiendo de ciorto 
número n se cumplen los desigualdades 1/n <a < n. Entonces y T/n < Va < 
<Vn- Pero puesto que Yn 1 y Vila=1/Yn +1 para n-o (véase 
al 'ojemplo 3 del $ 2), conforme al teorema 3.11 obtenemos que también 
lím Ya=1. 
noo 


3,16. 5. 
Resolución. Utilicemos el hecho de que lim Ya=1 y lim Y 


naow nao 


infinitamente grande. Notemos 


(véase el problema 3.15), tenemos 


lím 5% m= 


Y3 lim Vr=5 lím YI lim Ya) =5110=5. 


naa new neo 
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347. t. 
Resolución. Trausformemos la expresión del elemento general de la suco 


sión: 
e VAT V EV AV 
d VAF +V AA 


n 2n 2 
Vetni Vaen A 1 
Vat vi 


Demostremos que lim Vat im y =+. Efectivamente, 


para todos los números »>1 so cumplen las desigualdades 


iey Hist y tey ita. 


(1++)- lim (-4)=: (de 


Pero como 


lóstrese esto por sî mis- 


mo), conforme al teorema 34t obtenemos que lim Ve += 
naw h 


+ Por consiguiente, 


lim (Vii VE) = 


2 
Y 
3.18. 0. 
Resolución. La sucesión dada tiene la formu 
A A z, 
a ar T ia 
Decreco monótonamonto, ya que 
a N- rd E a 22n 2 


Zn MPAA FTC! 
para n > 1, 0 Sea, Tn41 < Zn Y está acotada superiormente, verbigracia, por el 
elemento z. Además, puesto que zp > 0, la sucesión está acotada inferiormente, 
Por consiguionte, la sucesión dada es monóton: está acotada. forme ul teo- 
rema 3.12 ella converge. Designemos su límite con a y determinómoslo. Para 
esto utilicemos el hecho de que 


Zne 2 PESENE 
a ir o bien an= pT 


En la última igualdad pasando al límite para r — co 


lim ln (Ep 20) Mm ilim sa 
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3.19. 2, 
Resolución. La sucesión dada tiene la forma 


„=V 2V2 V5 


n raices 
Comprobemos primero el hecho de quo el límite exista. Es evidente que r, < 
rere La < Inti <> -. 0 sea, la sucesión dada es monótona 
creciente y está acotada inferiormento por el elemento zı, Por el mélodo de 
inducción demostremos que zn <2 para todo número n, o sea, la sucesión está 
acotada suporiormento. En efecto como z,= Y2<2, entonces ra= Vn < 
<y? 2; ss = VI < VTZ +. . Supongamos quo ty < 2. 
Entonces rpp = Vira < V2 Y puesto que +, <2, para todos los 
múnneros n zn < 2, lo que se queria demostrar. Por lo tanto, queda determinado 


que la sucosión dada es monótona y está acotada. Según el teorema 3,12 lím <p 
nas 


uxiste. 

Partiendo del hecho de que ol límite existo, determincmos abora su valor, 
Para esto ol cuadrado la igualdad xp, = i zin = ra. En 
sto caso, si la sucesión {£p} tiono el limite a, pasando al limite pora n — oo en 


la última igualdad 


lim zhe =lim 2rn= lim 2lim sa, 
obtenomos la desigualdad aè = ża, de donde a =0 o bien a 
que según lo demostrado la sucesión {zn} crece y al mismo tiempo p 
Túmero n ra < 2, entonces a = 2, lim sa = 2. 
nao 


2. Poro puesto 
todo 


5.1. x EFA 

Resolución. Puesto que Ja tangente es paralela a la recta y = z, su coefi- 
giente angular (pendiente) es igual a 1. o sen, al cociciena, angular de èsta recta. 
Por otro Tado, el cnoficionte angular de la tangento en ol punto xy es igual a 
"(ro 

si pues, vs necesario hallar a qué valores de < es justo la igualdad 7’ (r) = 
= 1% Como $ (2) Za f" (2) > 32 — 1, obtenemos la ecuación 32% — 
=1=1. De aquí s= + y 383 

5.2. —45". 

Resolución. El coeficiente angular buscado es igual al valor de la derivada 
do la función en el punto z= 0 {on el puuto de intessccción de la gráfica con el 
de Oy), Puesto que f (z) = 2 — 2, entonces / (z) = 08 — 1 y f (0) = — 4. 


Resolución. Los cooficientos angulares buscados son iguales a los valores 
de la derivada en los puntos 0; 2; 4. Como f (1) = LEE, entonces /' (2) = 


=Á. nespectivamente, tenemos: /' (0) = 1; (2) = 0: y 0 = 1 
54. y =z +1. 
Resolución. Los puntos de intersección con el ojo de abscisas so obtienen de 
la condición de que yo = 0, o sea, (+3 + 1/3 = 0. De aquí zo = — 4. La ecua- 


ción de la tangente que pasa por el punto de la gráfica (zo; Vo) tiene la forma 


+ entonces f’ (z) = zè y 


v — vo = F (2) (E — za). Puesto que fi) = E 
F (zo) = 1. Ohtenemos la ecuación de la tangonto y 


z=+t. 


Respuestas, resoluciones e indicaciones 407, 


5.5, —45%, 

Resolución. El coeficiente angular buscado es igual al valor de la derivada 
para z = 1. Como f (1) = En entonces 7 (z) = — 1/2 y f (1) = — 

5.6. a = 4. 


Resolución. Obtenomos los puntos de intersección de la curva con el eje 
de abscisas de la ecnación Hi de aquí xy = 0 o bien (para a3>-0) 


= a. En estos puntos los coeficientes ularos son iguales a "a; 
tds (9 = (az — a/a, entonces Y (o) = (8 deta. De aquí Y (0) > 
= a/4 o bien (para aœ 0) f (+ Ya) = — a/2. 

Según los datos, / (z,) = 1. Por lo tanto 
= —EEl valor de a 


8. + — 96. 

Hesofución. La ecuación de la tangonto que pasa por ol puno de la hipér- 
bola (a; 1/0), y — 1 meto que 4 (e) y t/a, entonces} (z) = 
= — 4/x? y f' (a) '. Así pues, la ecuación de În tangente tiene la forma 
y — 1a = — (1/4?) (x — n), de donde 


a a ( 


A/a? + 2/a, 
Sustituyendo 


Sogún los datos, osta Pasa por el punto (4; 3), 0 sea, 
Do aquí 3a* — 2a — 1 = Ò; por lo tonto, a = 1, a, == — 
estos valores en, (s), obtenemos la respuesta. 

59. y = z + 10. 

Resolución. Supongamos que la recta buscada pasa por el punto (a; 8 — 
— 3u —2a*) en la primera parábola. La ecuación general de la tangento es 
y= f (a) -+ f (a) (æ — a). Puesto que f (x) = 8 — 32 — 2e*, entonces Y (1) = 
= 3 — ár y (0) = — 3 — 4a. Asi pues, lu recta dada tieno la Ccuación 
y = 8 — 3a — 2a — (3 + 4a) (z — a), o sea, y= — (fa Dad tado 
+8. Supongamos ahora que la recta pasa por çl punto (0; 2- 9b — 25%) on 
la segunda parábola, Razonando análogamente, obtenemos que la ecuación de la 
recta es y = — (4b — 9) -z + 202 + 2. Las dos ccuacionos obtenidas deben de- 
finir la misma recta, Por lo tanto, 

4a+3=46—9. 
2a0t4-8=2bt 42. 

Resolviendo este sistema, encontramos a = — 4. De esta manera, la ecuación 
do la recta buscada es y — z +10. 

540, a = 0; b = 1/4. 

Resolución. La ecuación de la tangente a la parábola en el punto (e; c? + 
«+ ac + b) es la siguiente. 4 ac + b + 7’ (e) (z — e, con la particula- 
ridad de que /’ (z) = 2z + a, o sea, f' (c) = 2c + a. Por esta razón la ecuación 
de la tangente es y = (a + 2c) z -+ b— 


Si de tangente sirve la recta y = — z, obtenemos 
e —l044) 
Pira Ies 
e =b 


=b => a+ 1=4b. e) 
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En el segundo caso lu tangente es la recta y = 5x — 6. Entonces 


Sa 
T? > A di= (ea) 
b+ê 


De (+) y (=») obtenemos cl sistema 


at42a1=4b, 
( a2— 1004-1645. 


Sustrayendo de la primera ccnación la segunda, tenemos a == 0 y ò = 1/4. 


y (450 
.42. Resolución. La función y =|x| nu tiene la derivada sólo en el 
punto z = 0 y las funciones y = | z — 4 |, y = | x — 2 | no las tienon en los 
puntos z =1 y z = 2, respoctivamonto, Por eso a los datos del problema les 
satisfaco, eod cjemplo, la función y=|z|+l2—11+|z— ak 

5.13. Resolución. Puesto que la función f(x) se define por dilerentes 
fórmulas en los intervalos (— œ; 0) y [0, + œ) que tienen un extremo común 
pe 0, es necesario calcular las derivadus derecha o izquierda eu el punto z = 0. 

'enemos 


tA)” 


4 P (0 A22—0, x 
m= lim == lí AAA Y = lím Az=0, 
O=. Te a a e a 
z C. sen (0+Az)— sen 0 son Az 
RO= Mm de sde PES 


Puesto que las derivadas derecha o izquierda sun diferentes, lu función dada no 
tione una derivada on el punto z = Ô, lo que so quería demostrar, 

5.14. Resolución. Supongamos que Az tiende a cero, tomando Jos valores 
reelonales. Entonces Ay = sen (0 + Az) — seu 0 = sen Az y, por consi- 
guiento, 


En cambio, si Ar —= 0 tomando los valoros irracionales, Ay = (0 -+ Az) — 
= Az y, por lo tanto, 


F0)= lim 22 
O= ¿qn Az 


Ambos límites coinciden, por esta razón la función dada tiene una derivada en el 
punto z = 0, lo que se quería demostrar, 

'5. Resolución. En el caso en que la fonción / (z) no se defino por una so- 
la sino por varias funciones la derivada ha de calcularse, a veces, inmediata- 
monte partiendo de la definición do la misma. 
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En eS caso dado para v 4 0 la derivada de la función f (+) existe y se calcu- 
la por las fórmulas y las reglas do derivación: 


F= (1 sen E) = tay sen L + 
1 


rafty (Lo) nt, 


En cambio, on el punto z = O la derivada so encuentra inmediatamente según 
la definición: 


7 (0)= lim Eam Iim p m Az son (1/Az)=0 
ax=o axso amo 


(ol producto de uua función 
vitesimal). De ostu manora, 

S 2eson (1/2) —cos (1/1) si 20 
1 w={ 0 si z=0. 


finitamente pequeña por otra acotada es un infi- 


particular, que la funci 


De aqui so desprendo, 1 (a) es derivable on Loda la 


recta numérica, 


P (a) es discontinna en 


Ev efecto, como l cos (Us) no 


ES x 
lim z (e) existe, De aquí se deduce que la derivada do Ja 
2-0 
Punto r = 0 os discontinua, 

5.16, Resolución, Puesto que 


100 (a) JO (0) 3 (AL, (0) In 0, 


Ja fórmula do Maclaurin ribo así: 


mikasa iHi o e), 


5.17. Resolueión, Puesto que 


Pta 100)==0, p 0) 
1 (2) =2 c08 x son s; #40) 0; 
17 (e)= 6 cas~ 1" (0)=2, 
por la fórmula de Maclaurin tenemos 
rr 3 o (a). 


Note que en realidad el término residual tiene la forma o (7$), ya que [40 (0) -= 
= 0 (Compruebe esto por sí mismo). 


rsen? zd- 2 costr; 


18. a) EIA Fo a; hiato, rtia 
P A Sye e a 
—G gg Holk c) Ino) =— Fo (z); d) senson z= 
2 +o). 


27—785 


440, Respuestas, resoluciones € indicaciones 


30d) - OM 
Acular los límites semejantes es necesario desarrollar las 

1 denominador hasta 
mplos a), M y el hasta 


5.49. a) 0; b) 
Indicación. Al 
funciones según la fórmula de Maclaurin en e nus 
un término del un por ejemplo, en los 
el término con 7%, 
Gt. Mala | 
Resolución. Apliqi 
7/3< (E 143. Sobre el agn x 
todas las hipótesis del Worema subre 
es com ivablv. monótona y q (— 
Notemos que Y/% 2 [cost] Zeor 14] 
3L 1< n/3 en los cuadrantes $ y IV, cos £> W. 4 (8 
razón 


n 2, copsidorando 
2 sen i 


coss. ya que para 
eos 7. Por esta 


Yi ala 
costr 


=2 į (1, cos) dí 
des 


23 y para 
GUY está dolimida en el aog 
isface todas las hipótesis dol Leororas 


obtenemos que + 
tenemos t=3, c 


monto 12, que (H) 
sobro ol cambio de la variable, resulta 


3 
2 f (31) dt 


Resolución. Hagamos uso de la sustitución -=x (1+ 2er, 


sent 
qe Puesto que on el segmento 


donde 0<1<1/3. Entonces g’ (0) = 


CE 
[0, 1/3] la función e=g(() satisface todas las hipótesis del teorema sobre 
el cambio de la variable. 


4 ma 
7 ET 
=L a 
f de y sen? t cos tdt. (e) 
Para calcular la útinna integral notemos que si en la fórmula de combio de la 


variablo $ 1 dr = i FP (0 y (0 de en la integral a la izquierda se pone 
10) =2y e = q (9 = sent, entonces 
Ho (010 (9 = son * £ cos t, 


o sea, en la integral del sogundo miembro de la iguald: 
gral os igual a /1p(0] 9 (9. Por esta razón, utilizando 


(9) da función subinto- 
fórmula de cambio de 
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la derivable de derecha a izquicrda, obtenemos 


e y Ya 
+Í sente cos tdi í ud 
è ` 
6.4. 0. D 
Resolución, En virtud de los fórmulas de reducción, cos (t — 2) = — cos 2. 


Por.uso y cos (t —- 2) +- — cosy y los figuras que tionen las áreas Sy y Sy 
(lig, 264) son simétricas respecto al punto 3/2 en el eje de abscisas, quiero 
decir Sy = Sa. Por otro lado, utilizando la fórmula (5) del $ 6, tenemos 

a a 

¡ Vaz dr y Y 

v d 


«ye 
Puesta que È PES 


a 


; de que los puntos dados están en la parábola: 
— 3 an — 034 400 yu. 4.3 Determinemos las ocuaciones 
do las tangentes, Sostituyerdo en la 
de la tangonte 


primero 

=> 229 luego xp 3, 
Llar 0 ohienemos y= 
de — 3 x-4- b. Encontramos ol 


vanto de i n ilo Las tangentes: 


3/2, 


So | 160084 izdat 


ag 3 
E f ade È (3) dz 
3 de 
6.6. N- 2 + no, 
Resolución. Notando que < 4 y z= x son las raices de Ja función y = 


32 y construyendo las gráficas de Jas líneas dadas, o sea, la sinusoide 
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y la parábola (fig. 243). encontramos el área $ de la figura prefijuda: 
z a 
S= | Isenz— (az) de= f ten r pa des 
5 v 
—cos 29/84 227/28 = (0PH D a a. 
6.7. S 11/2. 
Resolución. Como y=} z |+1 { 


z441 para 2 El0, -+ 00), 


e A "ONON, 


o y=x?-nx 


Fig. 244 
dividiendo la figura dada en dos partes (fig. 244), encoutramos cl úrea: 


antn) teta | 


í (—1+1) af (+1) dz 
5 


02H) 11/24) 01 = 14/2. 
6.8. va 
Resolución. La capa esférica dada puede sor representada como cuerpo eno 
goudrado por la revolución del trapecio curvilíneo alrededor del cje Oz (fig. 245) 
y limitado por las líneas y = VÍ6 — 2%, z = 2, z = 3 y por ol eje Ox. Por cso, 
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» 
sogún la fórmula Y — af Y? (x) dz, para el volumen Y de esta capa esférica 


tenemos 
3 
Faz $ (16—23) de 
El 
ar 
6.9. V= (BH—M). 


3 

Resolución. El segmento esférico (véase la fig. 213) puede considerarse como 
enerpo que se engendra por la revolución en torno al eje Oz de un trapecio curvi- 
neo formado por el arco de la circunferencia y = YRF—2, las rectas y == 
Py 2 R + M y el eje Or (fig. 246), Por eso según la fórmula Y = 


a $ y% (2) de, donde Y ex ol volumen del enerpo engendrado por la revulue 


del trapecio curvilinco 0< y< / (r), e < 7 < b. alrededor dol eje Or, ol volu- 


Fig. 246 


men del segmento esférico so puedo hallar así: 
Rm > 

ie ¿dr a 

Ven p 4%) de s[e 5) 


Observación. La fórmula del volumen del segmento esférico se puedo obte- 
nor de la fórmula del volumen de lo capa esférica: 


—R4H 


YE ran. 
-r 


b 
-x $ (2%) de 


si se hace que a tienda hacia —R. 

6.10. Y = 22R%1/3. 

Resolución. El volumen del sector esférico puede obtenerse sumando ol 
volumen del segmento esférico (véase el problema 6.9) y ol del como 
(1/3) 51 AB *1OB] (fig. 247); obtenemos que |AB |= VR (RF IP= 
+- VIRHE = T7; | OB | -- R — H. Por lo tanto, para el volumen del sector 


, resoluciones © ind 
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BRA 5 EJ 
E | e LR 


6.51, Resolución. Supondremos que cl mijo limpio llevo una parto cui! 
quiora cacerola sin lugares vacios, al igul, que uu líquido. Admitamos que 
al radio de la base (del fondo) de la cacerola cilíndrica es igual a R y el mijo 
cargado ha subido hasta la altura 17 (fig. 248). Determinernos el volumen del es 

t 


$ $ e) de, 


o ocupado por el 


ecciones Lransvorsales tionen el ái 
dro; orientemos ol «je Ox a lo largo dot 


donde V es el volumon del cuerpo ou 
S (1). Sea O ol centeo de la base det cil 


j 


kig. 249 


diámetro do la base 4 1. Detorminemos cl área S (z) de sec 
por él plano que os porpendicular al oje Ox y 
čoordonnda z. Si el plano corta el cuerpo por 
30,2, K,= AOZK (fi . de donde 7: 
TZK\ =J, 10K, | = L | RaZ | = h). Puest 


ja dol cuerpo b 

sa por el punto do este o 
triángulo 0,2, Ky, onlonces 

hH oq 1D 

que P = RE, 


Lonces 


sim or LLE 01e a, Do esta wmauora, ol voluanen 4, del 
mijo es igual a 
it E 2 
A 2) de $ ETS 
è 
Ri volumen total V de agua y de mijo es igual al volumen del cilindro e 


radio es R y altura I; por esta razón V <R.6%I0; la razón cobre el volumen 
de agua y el volumen Y, de mijo es igual a 


2 
Fa: V= (V-V): +) : 
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y no depondo de la cantidad de mijo ni del tamaño de la cacerola. Así pues, 
suponiendo que el mijo Mona por completo, sin claros, el volumen, hemos re- 
suelto ambas partes del problema. 
612; No so necesitará añodir alguna cantidad de oro. 
Resolución. Determivemos el volumen del anillo. Medisute la fórmula 
T 


cl volumen del cuerpo engendrado por la rovolu- 


V=a f y (x) de, donde Y 


ción de un trapecio curvilineo 0< y < f (2), <= < 6, en torno al ojo Ox, de- 
terminemos ol volumen buscado V como diferenciu ontre el volumen dol cuerpo 
engendrado por la revolución del trapecio corvilíneo 0<y< VUF H=, 


Fig. 250 


0125 aK Hi; 


, y el volumen del cilindro engendrado por la rovolución 


de la recta y = R on torno al eje Oz (fig. 249). Por lo tanto. 
ns j ms 
Pen | (m4) -aira f Rdr- 
-ire -ins 
e mM l4 4/2 Us 
E TRIA mo a Ta 
six (Eo) ren (E AA 


Ahora bien, el volumen del anillo no dependo del radio @ y depende sólo do. la 
altura 17, por eso el urfvbre no tiene que agregar aro, 

643. a) S == 4/3; b) V= mw 

Resolución. 1) El eje de abscisas es cje de las parábolas dadas. Evidente- 
mente, do las ccuaciunos de las parábolas obtenemos que para Ja primera de ellas 
ty? "1 — 970, por esta razón z< f; de manera análoga, para da. segun 
parábola tenemos 7 < 0. Determinemos adicionalmente algunos puntos de 
grálicas y construyámoslos (fig. 250, a). Reflejemos siméteicamente las gráficas 
Abtenidas respecto a la ros z. Memos obtonido las gráficas de las funciones 
u= A- Ste y = — 20 (e 20, b). De la ccuació 
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determinemos las abscisas de los puntos de intersección de las gráficas obtenidas: 
z= +1. Utilizando la simetría de las parábolas respecto al eje Oy, determine- 

ára $ de la figora buscada (es igual al área de la figura representada en 
50, b que es simétrica a ella respecto a la recta y = 7): 


1 
o: 


b) Determinemos la abscisa de los puntos de 
dadas (véase la fig. 250, a) del sistema de ecuacion: zys © memos 


z= 
z= — 2. El volumen del cuerpo buscado puede ser hallado como diferencia de 
los volúmenes de los cuerpos engendrados por la revolución de dos trapecios cur- 
vilineos on torno al eje Oz, El primero de los trapocios está engendrado por la 
parte de la parábola < = 1 — 3y? situada por encima del eje Oz, la ecuación de 


mann 


BI segundo trapecio está engendrado por la parábola y- 


z 
r=-—2,2 0 y ol eje Oz, Hallumos el 
volumen: 


así como por las rectas r= —2, z= 1 y ol ojo Or. 


+ lag rectas 


x=n/2 v=[| (44)“- ( 


=[(5-5L, 


r 6.44. a) S= 1; b) V=0/% 
Fig. 254 Resolución. a) Puesto quo cos? (2/2) == 
-- sen? (1/2) = cos 7, la figura dada es un 
trapecio curvilíneo limitado por las líneas y == cos s, y=0, 270% = 
= al2 (fig. 251). Determinemos su área: 


2 
f coszdz=sn |; 


s 


b) Calculomos el volumen del cuerpo de revolución 


n2 me a 


V=x f costzdz=n Y dkt area [ a f cosazdz]. 
y è 7 


Para encontrar la última integral se puede hacer la sustitución de la variable 
según Ja fórmula z = 1/2, Entonces 
a2 
| coszzdz= 
3 


6.15, L=8/27 (10 V 0—1). 


m 
costdi=—E sene fe 
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è 
Resolución. Hagamos uso de la fórmula 4 f VIFW dz, donde L 


es la longitud del arco de la curva y 


7 
7 A, entonces VIT R=Y/ 1 


Después de Ia sustitución (432 


(2), a< 7 <b. Puesto que y'= 
z, La longitud del arco 


AL obtenemos 


> 0 sea, z= 
10 10 


L ES dt- + vd he hi Y oym 1). 
i 


6.16. a) S- 2a Va’; b) Ve=nat/2; 0) sE[(0 a). 


Resolución. a) La figura dada está rayada on lo fig. 252, a. Está limitada 


Pig. 


superiormente por la parábola y = 7. Determinemos el área de la figura: 


Eak R ja 2a Ya 
ra ee. 
ù 


b) Determinemos el volumen Y del cuerpo de revolución: 


©) Sea b > 0. Determinemos primero el área Sy de la superficie engendrada 
por la revolución del trapecio curvilíneo limitado por la parábola y = 7 y 
por las rectas z = b. z= a, y — 0 (lig. 252, b). Como y’ =1/(2 V7), entonces 


448 s, resuluciones e indie: 


VIE 


doude Ses el 


VITT) según ia fórmula 


lol cuerpo engendrado por la revulue 


ale la superficie 
jo Or, ol área de 


<1 i), aS aS b. on torno al 


TES 
qp) (H 
ndo tendor b hacia 0, obtenemos 


siet 


Ahora, baei 


BAT. yo e a 


Resolución. El arcu es simótcico respecto al cadio que pasa por su punto 
«medio, por eso 6) centro de gravedad está radio. Introduzcamos el siste- 
ima de coordenadas según se muestra on la fig. 253; supongamos que el arco pira 


Fig. 253 Fig. 254 


alrededor del eje Ox, En este caso nl arco describirá la superficie de la zoua 
rica (véase el ejemplo 13, $ 11). La superficie del arco es igual a 226411. don 
es la altura de la zona que on el caso dado es igual a la longitud de la cuerda q 
subtiendo el arco dudo; es evidente que Y =21 son a, Puesto que da longitud 
«del arco dado es igual a 212%, entonces, designando la ordonada del centró de gra- 
vedad por mg, en virtud del primer teorema de Guldin, obtenemos 


Rena 
a 
Observación. De la respuesta obtenida se deduce que el centeo de gravertad 
«de la semicircunterencia y = Y RE=23 está un el punto (0; 2/2). 


6.18. PA 


ánh? son a= 2ayc-2Ra, de donde y, 


Respuestas, resoluciones e indicaciones 419 


qa nAesolución, Introluzcamos el sistema de coordenadas según se muestra on 
la fig. 254. 
ón virtud de la simetría del sector respecto al «je Oy el centro de gravedad 
ostá sobre esto eje. Para resolver ol problema hagamos uso del segundo teoroma 
de Guldin. Determineros primoro et volumen del cuerpo engendrado por la 
revolución del sector dado en torno al ejo Oz. La ecuación del arco del sector 
= V M2; las abscisas de los extremos del arco son, ovidentomente, igun- 
Eos a + (son a y las ordenadas de estos extremos va! R cosa. Doterminomos 


el volumen del cuerpo buscado como diferencia entro el volumen de la capu 
esférica engendrada al girar o) trapecio curvilíneo. limitado por el arto 
y VHI a, las roctos z= + R son (y ol ojo Oz, y los volúmenes do dos 
conos iguales engondrados por la revolución de los radios extremos dol sector 
(fig. 254). 
Runa 
Van $ (Mr) dr —2. 
nena 
nana 
za $ (u3 — a?) de— 


“| AB |* 04 | ~> 


nuè costal son a- 


atema  2ak? sena costa a 
Eh = == n son a, 


2a [ Rr 


Puesto que el área del sector dado es igual a /f3æ, entonces, designando con 
la ordenada del eontro de grovodad, on virtud dol segundo teorema de G 
obtenemos 


aR? sona == /Pa-2ayc, de donde pg= ¿PIM 


Z está en ol punto (0; 4R/(310). 
8n. 


b) Hagamos uso del primer teorema de Guldin. Determinenwos primero el 
úrea 5, de Ja superficie_engendrada por la revolución de la semicircunforencia 
edorechas y = 2 + YI iè en torno al eje Oy (fig, 255). Puesto que la longi 
tud de esta semicireunivrencia vale x y su centro de gravedad, o sea, el punlo 
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(2 + 2/x; 0) Y describo la circunferencia de 2n (2 + 2/1) de largo (fig. 


entonces el área 
2y- 
A ) án (att) 


encontramos el área Sa de Ja superficie engendrada por la revo- 
lución de la semiciecunferencia «izquierda» (su centro de gravedad es el punto 
fa; 0) Sa = An (x — 1). Ahora bien, el área de la superficie del toro 


s + Sa = Bè. 


0,425 kglm. 
- Delerminemos primero el valor del cocficiento de proporcio- 
nalidad k. Puesto quo, en virtud de los datos dol problema, para z - 0,01 m 
K'o; 01) = d kgim. o sea, 1.= k:0,01, el coeficiente de proporcionalidad k 
4 = 100. Por consiguiente, la fuerza que estira el muelle de x + U a 
gún la fórmula A 


m se expresa por la fórmula F (z) = 100r. $ 
=f F (a) de, donde A os el trabajo realizado por la fuerza F (£), 45 2 & 0, 


ul trabajo buscado se puede hallar así: 


b 0,05 
o A 
40 redr | torar 100 E [o5 = 100 AOS -0,425 kiiin 
à $ 


1} Véuse la observación para el problema 6.17. 
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